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Gérard VIENNOT

Résumé. - Cet article est un article de synthése sur la '""théorie combinatoire"
des nombres d'Euler et de Genocchi. Il peut aussi constituer pour le lecteur non
spécialiste une introduction & ce nouveau domaine, appelé la "combinatoire bi-
jective', actuellement en pleine expansion. Enfin, nous donnons quelques résultats

nouveaux et une liste de problémes ouverts.

A

Abstract. - This paper is a survey of the ""combinatorial theory' of Euler and
Genocchi numbers. For the non-specialist reader, it can be used as an introduction
to the rapidly increasing new field called "bijective combinatorics'. We also give

some new results and a list of open problems.
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§ 1.- Introduction

Les nombres d'Euler E__, m =0, sunt les entiers apparaissant dans les dé-
m

veloppements en série sous forme exponentielle des fonctions tangente et sécante :

tan—l
1.1 tgt= 2 E ot e A
( ) & ni“::]. 2n-1 (2n-1)!
2n
= E :
cost ,~p 2n (2n)!

(1.2) sect =

[1s sont aussi appelés respectivement nombres tangents pour m = 2n-1 impair

2 .
et nombres sécants pour m=2n pair.

Les nombres de Genocchi GZn » n>1, sont des entiers définis & partir des
nombres de Bernoulli an , nz=1, par la relation suivante
Z2n
{3:3) Gzn—z(z -1) B, (n=>1)
Les séries génératrices exponentielles (plus exactement celles de (—Ijn GZ
n
+1
et (-1}n B, ) sont respectivement
Zn
2t n t
1.4 =t+ X -1) G ST s
( ) et-!-] n=1 (-1) 2n (2n)!
t t 1 th
n+
(1.5) =1-=—+ I (-1) B.
ot g 2n (2n)!

Enfin les nombres deGenocchi sont reliés aux nombres tangents par l'identité

suivante

(1.6) 2°% g = (nt1)

= >
2n+2 (n=0)

In+tl

Les premigres valeurs de ces nombres sont donnés dans la table 1 :



11-05

n 3! 2 3 4 5 b 7
. 1 1 1 1 5 691 7
2n 6 30 42 30 66 2730 6
GZ 1 1 3 17 155 2073 38227
n
EZn—l 1 2 16 272 7936 353792 22368256
E,)n 1 5 61 1385 50521 2702765 199360981

Table 1

Donner une interprétation combinatoire de ces nombres entiers consiste a2 dé-

finir une classe d'objets combinatoires les dénombrant. Le lecteur non ''combi-

natoriste' aura une idée plus précise de ce que l'on entend par '"objet combinatoire”
i travers les nombreux exemples utilisés ci-dessous : permutations, arbres

hinaires, pistolets, chemins valués, etc.

Une preuve bijective d'une identité (comme par exemple (1.6)) consiste a

trouver une bijection entre les objets combinatoires énumérant le membre de

gauche et ceux énumérant le membre de droite.

Remarquons tout de suite qu'il n'y a pas de relation apparente entre la longueur,

1a difficulté, le caractére 'maturel', voir 1'intéré&t, d'une preuve analytique

(par le calcul) et celle d'une preuve bijective. Par exemple, 1'identité (1.6)

est un cas extréme : la preuve analytique est imm édiate (et sans intérst), alors
que la preuve bijective reste encore a trouver, malgré toutes les approches pro-
metteuses qui ont été faites (voir §.9). Signalons que ces approches ont conduit

'* 3 l'introduction de bijections, fondamentales pour d'autres problémes combinatoires.

Les différentes interprétations combinatoires, les bijections les reliant entre
elles, ainsi que celles expliquant les identités et propriétés satisfaites par les
nombres d'Euler et Genocchi, constituent ce que 1'on pourrait appeler la théorie

combinatoire de ces nombres. Ceux-ci étant des entiers trés proches des nombres

de Bernoulli, nombres riches en identités et propriétés (voir par exemple le livre

de Nielsen [51]), on peut s'attendre a ce que cette combinatoire soit fructueuse.
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L'un des buts de cet article est d'exposer les principaux résultats de cette
théorie combinatoire, commencée il y a cent ans par D, André [1], [2], [3],
[4], puis reprise aprés une éclipse presque totale par D, Foata et
M. P. Schltzenberger en 1970, et depuils activement développée. En fait, le lecteur
se convaincra & travers les problemes ocuverts, gue l'on commence seulement a

découvrir toute une ""'géométrie combinatoire' qui reste encore en grande partie

cachée,

Les fonctions elliptiques'de Jacobi sn , ¢n et dn font aussi partie de cette
étude (leurs interprétations combinatoires sont des raffinements de celles des
nombres d'Euler). Nous ne ferons gqu'esquisser la combinatoire sous-jacente que
l'on commence seulement depuis peu a découvrir (voir Flajolet [21], Dumont

[16], [18], [19] et Viennot [67]).

Signalons que certains résultats sont présentés ici pour la premigre fois.

-~

Le deuxieme but de cet article est aussi d'inciter le lecteur & parcourir d'autres
théories combinatoires, se situant & un niveau plus général, dont certaines ont
été développées A partir des interprétations et bijections exposées ci-dessous.
Citons par exemple les théories combinatoires des développements en fractions

continuées (Flajolet [21]) et des polyndmes orthogonaux généraux (Viennot [70])

dans lesquelles la bijection entre permutations et chemins valués du § .2 est
fondamentale pour retrouver les développements et polyndmes classiques ; le

composé partitionnel abélien (Foata [28]) constituant un "modele' combinatoire

des séries génératrices exponentielles ; une théorie combinatoire des déterminants

(Gessel et Viennot [35], [36], [37]).

Nous terminons cette introduction en citant deux applications récentes de ce
point de vue ""bijectif’’ développé actuellement en Combinatoire ; l'une en Auto-

matique non linéaire, 1'autre en Informatique.
q

Les permutations alternantes introduites au paragraphe 3, peuvent &tre consi-
dérées comme une interprétation combinatoire de la solution de 1'équation dif-

férentielle suivante

2
(1.7) y'=1+y , y(0)=0.
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En théorie des systémes, |'équation

(1.8) y' =y +u(t)

est un exernple d'équalion différentielle en "régime forecé", avee u(t), fonction
réelle, comme "entrée'. La solution {fonction de Ia fonction u ) s'exprime

alors comme une série infinie. Chaque terme, appelé noyvau de Volterra, étant

muni d'un certain coefficient (en fait entier dans cet exemple). La résolution

de (1.8) revient en théorie an calcul de ces coefficients. Il est remarguable que
ces coefficients soient en fait "'portés' par l'interprétation combinatoire de 1'équa-
tion (1.7) : ils dénombrent certaines classes de permutations alternantes. La
bijection entre les permutations et certains chemins valués conduit alors & une

"formule' explicite (voir Viennot [717).

D'autre part, Fliess (voir par exemple [247, [25], "467) a développé une
théorie montrant que la résolution d'un systeme d'équations différentielles en
régime forcé revient (théoriquement) & celui d'un systéme en série formelles en
variables non commutatives., Grice a cette théorie, la combinatoire de l'exemple
de l'équation (1.7) peut &tre faite rians un cadre beaucoup plus général. Ceci

conduit & la théorie (combinatoire) des histoires générales (Viennot [71]).

L'équation de Duffing (contenant celles satisfaites par les fonctions elliptiques

de Jacobi) en est un cas particulier (Lamnabhi-Lagarrigue [46]).

Un deuxieme domaine d'application de cette combinatoire ""bijective' est en

Informatique avec les calculs de coiit pour les structures de données (dictionnaire,

file de priorité, liste linéaire, table de symbole, pile, etc...). Récemment

Flajolet, Frangon et Vuillemin [ 23], ont montrés que l'interprétation combina-
.toire des fractions continuées donnée au £ .6 permettait le calcul du coit moyen
de la représentation d'une structure de donnée, intégré sur une séquence aléatoire
d'opérations primitives. Auparavant, on ne pouvait fen général) comparer deux

structures de données que par le cofit moyen d'une seule opération primitive.



11-08

§ 2.- Les bijections et objets combinatoires élémentaires

Ce paragraphe est un rappel de certains objets et bijections combinatoires
classiques, que nous utiliserons constamment dans cette approche combinatoire

des nombres d'Euler et de Genocchi.

2,1. - Notations

IL'ensemble des entiers 1,2,...,n, est noté classiquement [n], celui des n!
permutations sur [n] estnoté € . Une permutation o , comme toute fonction
n
f:[n] + [m], sera ici écrite comme un mot 7= g(1)... 9 (n).

L'ensemble des mots écrits avec l'alphabet X et muni de l'opération de

"concaténation'" (u,v) + uv, est appelé le monoide libre engendré par X et noté

X . L'élément unité est le mot vide noté e . Nous désignons par S l'ensemble

des mots multilinéaires du monoide libre engendré par X = IN, c'est-a-dire les

mots dont les leftres sont des entiers positifs et tels que chaque lettre apparaisse

au plus une fois. La longueur d'un mot u de X" est notée [u[ .

2.2.- Permutations

Un élément x¢c[n] est dit élément saillant de la permutation g E@n si x
est la plus petite valeur rencontrée en lisant le mot ¢ de gauche 4 droite,

c'est-a-dire

(2.1) x=g(l)=min{s(l),...,0(i)}

Remarque 2.1. - Le nombre de permutations r:e_"(‘?:n ayant k éléments saillants

est le nombre de Stirling (de premiere espece) s(n,k). C'est aussi le nombre de

-

permutations sur [n] ayant k ecycles.

Pour i, 1=i<n, nous dirons que la permutation -.'IE@H admet une montée
(resp descente) sur l'indice i lorsque o(i)< o(i+1) (resp. g(i)>ao(i+1)). La
valeur x = ¢ (i) est appelée montée (resp. descente) de la permutation «
Remarquons que nous distinguons la notion d'indice i par opposition & celle de
valeur o(i). La forme d'une permutation Ge@n est le mot w = Wy e wn-l de
longueur n-1, sur l'alphabet & deux lettres [+ , -} défini par la relation

suivante.
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(2.2) W, = + (resp. -} 8i i estl'indice d'une montée (resp. descente)
de o
Exemple 2.2.- La forme de la permutation n = 589473126 estle mot
w=++-+--4++ . La donnée de w revient & celle de l'ensemble des indices

de montées, c'est-a-direici {1,2,4,7,8]}. L'ensemble des montées est

{1,2,4,5,81}.

Pour les quatre définitions suivantes (pics, creux, doubles montées, doubles

descentes), nous convenons la relation
(2.3) o(0) = o(ntl)=0 .
Pour o gE\n . la valeur x = (i} [n. estdite respectivernent
pic si o(i-1) < x = o (i) > o (i+1) ,
creux si a(i-1)> x =g (i) < ¢ (i+1)
double montée si o(i-1) = x=c(i) < o (i+1)
double descente si o(i-1) > x = o (i) > o(it])

Les ensembles de pics, creux, doubles montées, doubles descentes sont notés
respectivements P(c), Q(3), DM(5), DD(s). Ces ensembles forment une parti-

tion (en blocs éventuellement vides) de ‘n].
Pour 1'exemple 2.2, nous avons

P(og)=16,7,9} , Q(z)={1,4}, DM(=)={2,5,8}, DD(o)= {3}.

2.3.- Tables d'inversions

Une fonction sous-excédante est une application f: n"— [0,n-1] telle que:

(2. 4) 0:=f(i)=1 pour i¢{n].
L'ensemble des fonctions sous-excédante est noté & . Leur nombre est
il
évidemment n! . Une bijection entre permutalions et fonctions sous-excédantes

est définie par la notion suivante de table d'inversion,
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Pour o ¢8 , définissons I(0 )= f par la relation suivante
n

pour i¢[n], (i} estle nombre d'indices j ¢[n] tels que
(2.5) - ; :
i=<i et o(j)<ol(i).
Par exemple, si g=589473126, alors
o) =f=1(1) £(2)...f(9) =012020015.

I{g) estune fonction sous-excédante appelée la table d'inversion de la permu-

tation o . On a immédiatement

PROPOSITION 2 3.- L'application © =+ { = I(p) définie par (2.5) est une bi-

jection entre l'ensemble E’Sn des permutations et l'ensemble F des fonctions
: n

sous-excédantes.

La terminologie provient du fait que le "nombre d'inversions' de la permutation

2 i=1

Vis-2-vis des notions introduites en 2.2, la bijection = =+ I{g) posseéde deux

o est égal a

propriétés élémentaires

PROPOSITION 2.4. - Soit ¢ une permutation de 61’1 et f= I(s) sa table d'in-

version

(i) x est élément saillant de ¢ ssi f(x)=0,

(ii) pour i, 1<i<n, o(i)< 7(i+1) (montée) ssi f(i)< f(i+1).

En quelque sorte (ii) exprime que la forme de ¢ se 'lit" sur sa table d'in-

version.

2.4. - Arbres binaires croissants

I.a notion d'arbre binaire est usuelle en Informatique et il est plus commode

d'en donner, comme les informaticiens, une définition "récursive''.

Soit E un ensemble fini non vide. Un arbre binaire b sur E est la donnée

d'un triplet b=<g, r, d> dans lequel r estun élément de E appel€é racine,

g (resp. d) un arbre binaire sur un ensemble (éventuellement vide)
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G (resp. D) tel que (G,D) forme une partition de l'ensemble E {1
(ensemble E privé de 1'élément r ). D'autre part, si E est l'ensemble vide,

un arbre binaire sur E n'est autre que l'ensemble vide ¢ , appelé arbre binaire

vide,

Pour un arbre binaire non vide, g (resp. d) est appelé sous-abre binaire

gauche (resp. droit) de b . l.es éléments de E sont les sommets de E .

Un arbre binaire est schématisé par un dessin, comme celui de la figure 1.

3 2
\\__\

/4 \ 6
5
. 7

8
9
Figure 1 :Un arbre binaire (en fait croissant) sur E={1,2,...,9}.
Par exemple l'arbre binaire de la figure 1 est b==<g, 1, d= avec
d=<f, 2, Qs et d=<d, b6, F> o g=xg". 3. 03, &te...

I.es sous-arbres d'un sous-arbre de b sont des sous-arbres de b . Lorsque
g (resp. d) estnon vide, sa rzcine est appelée fils gauche (resp. fils droit) du
sommet r , Cette définition s'étend aux sous-arbres. Un sommet xzE est dit
double (resp. simple, resp. feuilie) si x a deux fils (resp. un seul fils, resp.

pas de {fils).
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Par exemple, pour l'arbre b de la figure 1, 4 est point double avec 5 pour
fils & gauche et 7 pour fils & droite. L'ensemble des points doubles est [1,4},

celui des points simples {2, 3,5, 8}, celui des feuilles {6,7,9} .

La branche gauche (principale) d'un arbre binaire b est définie récursivement

comme étant vide si b=, sinon comme l'ensemble (de sommets) formé de la
racine r et de la branche gauche de g lorsque b=<g, r,d>. On définirait
symétriguement la branche droite fprincipale). Par exemple, pour l'arbre de la

figure 1, la branche gauche (resp. droite) est {1,3,4, 5} (resp. {1, 2, 6}).

La hauteur 3 gauche hgb(x) d'un sommet x¢E de l'arbre binaire

b=<g,r,d> estdéfinie récursivement par la relation suivante

= 8 ET 5 hgb(x} =0
(2.6) - si x#r et x sommet de g (resp. d) alors hgb(x} E 1+hgg(x)

(resp. hgb(x} = hgd(x} ).

On définit symétriquement la hauteur a droite hdb(x) . La hauteur (totale)

h (x) est:

hb(x}= hgb(x) + hd_(x) .

b

Par exemple sur la figure 1, on a

hgb(S) = 5, hdb(8) =1, h(8) =4.

DEFINITION 2.5.- Un arbre binaire croissant est un arbre binaire ayant pour

somme ts une partie E de IN et tel que pour tout sommet x ayant un fils gauche

(resp. droit) y , onmait y>x.

L'arbre binaire de la figure 1 estun arbre binaire croissant. Nous notons :En
l'ensemble des arbres binaires croissants sur [n]. En fait leur nombre est n!

et nous donnons maintenant une bijection avec les permutations.

Nous associons récursivement un arbre binaire croissant B(w) 2 tout mot

multilinéaire w ¢® par la relation suivante

- t(e)= ¢ (mot vide et arbre vide)

(2.7)4 - si weS , notons w=umyv avec m désignant la plus petite lettre

de w, alors B(w)=<58(u), m, &(v)>.
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Cet arbre 2(w) est appelé le déployé de w . Si -

-
=

S alers o(w)zX
n n
Par exemple le déployé de la permutation +=589473126 est l'arbre binaire

croissant de la figure 1.

Réciproquement, si b est un arbre binaire croissant de % » mous associons
n

une permutation =7(b), appelée projection de b , par la récurrence suivante

" - 7(f) =e (arbre vide et mot vide),
(2.8) - 81 b=<g.r,d-_arbre binaire croissant, ~(b) est le mot

m(g) r 7(d) (concaténation des mots}).

-

Remarque 2.6.- En lisant (de gauche a droite) les lettres du mot ¢ . on

"parcourt' en fait les sommets de b dans un certain ordre, appelé ordre sy-

métrique, notion tres classique en Informatique (voir par exemple Knuth [41]).

Il est aisé de montrer la proposition

PROPOSITION 2,7, - L'application o : En——i Y définie par (2.7) est une bi-
= APP LCALLY " LG DAY E5¢ ne bl

Jection entre les permutations et les arbres binaires croissants sur in].

La bijection réciproque est l'application 7 définie par (2. 8).

En fait nous aurons besoin d'une autre définition, non récursive., de l'appli-
pp

cation 6

DEFINITION 2.8. - Soient o {-En et x 2[n]. Il existe une unique factorisation
du mot 7, appelée la x-factorisation de © , vérifiant les trois conditions

suivantes

(1) o =ui(x)xp(x) v dans lequel u, #(x), p(x) et v sont des mots

(éventuellement vides) de (n] ",
(ii) les lettres de i(x) et p(x) sont —-x,
(iii) les longueurs [}\_(x}] et [:(x}] sont maximales parmi les factorisations

vérifiant (i) et (ii).

En d'autres termes, soit u (resp. v) est vide, soit sa derniére (resp.

premiere) lettre est = x . On peut alors déduire
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PROPOSITION 2.9. - Soient ¢ une permutation de & , =x¢g[n] et
o et

b= é(a}{;‘In . Le sommet x de b n'a pas de fils gauche (resp. droit) ssi A(x)=e

(resE. p(x)=e). Dans le cas contraire, le fils gauche (resp. droit) de x estla

plus petite lettre du mot A (x) (resp. p(x)). Le sous-arbre gauche (resp. droit)

de b enraciné en x est b5(i(x)) (resp. b(p(x))).

Exemple 2.10. - Pour 0 =589473126 et x=4, la x-factorisation est

og=(589) 4(7) 3126 avec u=e, x(4)=589, p(4)=7, v=3126. Le fils
gauche de 4 dans &(oc) est 5 etle fils droit est 7, ce qui correspond bien a

la figure 1.

De la proposition 2.9, on déduit aisément les deux propriétés suivantes

PROPOSITION 2.11. - Scient o une permutation de 611 , 8(p) le déployé de o

défini en (2.7) et xe[n].

(i) Alors x est une feuille (resp. point double, resp. point simple avec fils

4 droite, resp. point simple avec fils & gauche) ssi x estun pic (resp. creux,

resp. double montée, resp. double descente) de la permutation o .

(ii) La branche gauche de ©(o) est l'ensemble des éléments saillants de o

Le lecteur comparera l'arbre &(g) de la figure 1 avec les ensembles
P(g)={6,7,9} (pics), Qo)={1,4} (creux), DM(s)={2,5, 8} (doubles

montées) et DD(g)= {3} (double descente),

2.5.- For8ts d'arbres croissants

Apres les tables d'inversions de la section 2.3, nous donnons une deuxiéme bi-

jection entre les permutations 61‘1 et les fonctions sous-excédantes ;}n

Pour ge& , soit n(o)=1 la fonction définie par la relation
n

( Pour xe[n], avec x =c(i), f(x)=y tel que

- y=0 si x est élément saillant de o< ,

- sinon y =g (j) avec j défini par

jrmax{j, j<i, o(j) <o)} .



Exemple 2.12 .- Pour =59724108614, 1] vient
_(i ) .. 19 ]7(123}5678?“'}
COYf(1) f{2) ... £(10) 002103535 3
PROPOSITION 2.13, - L'application I En — En définie par (Z.9) est une

bijection entre les permutations € et les fonctions sous-excédantes F
T . LR Il

La bijection réciproque est définie en utilisant la notion commode de foré:

d'arbres croissants représentant une fonction sous-excédante,

La notion d'arbre se définit de maniére récursive analopgue a celle d'arbre

binaire. Un arbre t = (r ; f_tI »eeat b)) sur un ensemble (de sommets) E # ¢

k
est la donnée d'un élément distingué r (la racine de l'arbre) et d'un ensemble

(k =0) d'arbres t t. sur des ensembles de sommets E_,...,E  formant

1’ k
une partition de E * {r}. On définirait de manitre analogue les notions de sous-

arbre, fils, feuille, hauteur. Une forét d'arbres est un ensemble d'arbres. Un

arbre ou une forét d'arbres peut se représenter par un dessin (voir figure 2),
une fois que l'on s'est donné un ordre entre les fils de chaque sommet. Remarquons

enfin gu'un "arbre binaire' n'est pas un cas particulier d'arbre.

Le nombre de fils d'un sommet s'appelle le degré de ce sommet. Un arbre 1-2

est un arbre tel que tout sommet a un degré =2 (0,1 ou 2 fils),

Un arbre (resp. forét d'arbres) croissant est un arbre sur E - IN tel que tout

sommet qui n'est pas une feuille (degré 0 ) est plus petit gue ses fils,

Les foréts d'arbres croissants sur ‘n! sont en bijection avec les arbres
croissants sur [ 0,n} : il suffit "d'ajouter'" la racine 0 2 la forét, les fils de 0

€tant les racines des arbres composant la for&t (voir figure 2).
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Figure 2 : Une forét d'arbres croissants sur {1,2,...,10}

Maintenant si f¢ [r’n , nous associons l'arbre croissant t sur [0,n] parla
condition suivante

(2.10) Pour xc[0,n-1], les fils de x sont les éléments yec[n] (s'il en

existe) tels que f(y)= x.

Si t est "'dessiné" de facon que les fils de tout sommet vont en décroissant en
allant de gauche i droite, on associe alors un ordre sur les sommets de t , dé-
fini schématiquement sur la figure 2 en suivant la ligne partant de la racine 0
selon le sens des fleches. Cet ordre est trés classique en Informatique. Il est

appelé ordre préfixe (voir Knuth [41]).

Le mot o obtenu en écrivant de gauche a droite les sommets £0 de t
fo=s

ordonnés selon l'ordre préfixe est alors une permutation de © . On aen fait
n

la relation

(2.11) g =1 (f) .

Gt

Les principales propriétés élémentaires de la bijection mn 6n-—¢ .

sont les suivantes
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PROPOSITION 2.14. - Soient c¢&_, f=n(o)¢ 3 définie par {2.9) et t

n
l'larbre croissant associé par (2.10).

(i) Les éléments saillants de & sont les fils de la racine 0 (ou racines des

arbres de la forét ¢ associée a t ).

(ii) Pour xs[n], x est une feuille ssi x est soit une descente de ¢ , soit
x = g(n)
(iii) Si xe[n] estune montée de 7, alors les fils de x sont les éléments

saillants du mot p(x} {(non vide) de la x-factorisation (définition 2. 8).

(iv) La forét associde & p(x) estla forét formée par les sous-arbres de t

ayant pour racines les fils de .

Remarquons tout de suite que les foréts d'arbres croissants sur [m] dont
tout sommet a un degré pair sont dénombrées par le nombre d'Euler E
(voir section 3.2), celles sur [2n+l1] dont l'ensemble des feuilles est exacte-
ment l'ensemble des nombres impairs {1, 3,...,2n+1} étant dénombrées par
le nombre de Genocchi G2n+2 (section 4.3). Enfin signalons gque la notion de
hauteur d'un sommet dans les foréts d'arbres dénombrées par Em jouera un

réle crucial pour l'une des interprétations combinatoires des fonctions elliptiques

de Jacobi.

2.6. - Permutations et chemins valués

Nous terminons enfin ce paragraphe par une bijection entre les permutations
et certains ""chemins valués' qui sera fondamentale pour les interprétations des

développements en fractions continuées (voir §.6).

DEFINITION 2.15.- Une fonction de Motzkin est une application v : [n]—=+[n]

satisfaisant les deux conditions suivantes
(i) y(1)=v(n)=1,
(ii) | y(i+1)-v (i) |£1 pour 1=i<n

L.a donnée d'une telle fonction revient & celle d'un '""chemin'', appelé ici chemin

de Motzkin , c'est-a-dire d'une suite de points { (i, y(i)) ;i€[n } du "plan"

4

Zy Z . Le chemin "va'" du point (1,1) au point (n,1), avec trois types de
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"pas élémentaires'' : Nord-Est (resp. Est ou palier, resp. Sud-Est) corres-

pondant & v (i+1)= y(i)+1 (resp. v(i+1)= vy (i), resp. v (i+1)= y(i)-1).

Exemple 2.16. - La fonction de Motzkin vy = y(1)... y(9) =122233211 et son

cheinin associé sont schématisés par la figure 3.

DM

DM DD

)

DM

0O

Figure 3 : Un chemin de Motzkin "coloré"

La terminologie provient du fait que le nombre de telles fonctions sur [n]

M e .1+t-,/1-2t+3t

est le nombre de Motzkin M_, de série génératrice
n n=0 R 2t

Remarque 2.17.- Sil'on interdit les paliers vy(i+1)= y(i), on a alors une fonction

de Dyck y . Le chemin associé est appelé chemin de Dyck. La fonction

v : [2n+1]— [2n+1] est aussi codé par le mot w =w_... W avec w. = X
1

1 2n
(resp. x ) si y(i+1)= y(i)+1 (pas Nord-Est) (resp. y(itl)= y(i)-1 (pas Sud-Est)).

Un tel mot est classiquement appelé mot de Dyck en théorie des langages et auto-

mates, Le nombre de tels mots de longueur 2n (ou fonctions de Dyck sur [2n+1])

L (Zn) de série génératrice
n+1 n g

est le céleébre nombre de Catalan Cn =

-
s o " 1-,/1-4¢ .
n=0 n 2t

DEFINITION 2.18.- Une fonction de Motzkin colorée Y est la donnée d'une

fonction de Motzkin v : [n]=— [n] et d'un 'coloriage' en deux couleurs des

paliers (y(i+1) = y(i)) de y .
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Ces deux couleurs seront notées DM (double montée) et DD (double descente)

(et non bleu, vert, ou rouge pour des raisons qui apparafitront plus loin).

Remarque 2.19.- Le nombre de telles fonctions Y est a nouveau le nombre de
C

Catalan C_ .
n
Nous .en venons alors 3 la proposition principale de cette section

PROPOSITION 2.20. - Soit T l'ensemble des couples (y , ) vérifiant les
= c —_—

deux conditions suivantes :

(i) y_ est une fonction de Motzkin colorée (définitions 2.15 et 2.18).
c

(ii) f : [n]— [n] estune application dominée par y , c'est-a-dire que

f(i) =vy(i) pour tout ic[n].

Alors il existe une bijection § entre Tn et les permutations &  (voir cons-
S n

truction ci-dessous) vérifiant la condition

Pour xe<[n], x estun pic (resp. creux, resp. double montée, resp.

double descente) de la permutation ¢ = Q(Yc , f) ssi : soit x=n,

(2.12)
soit x #n et y(x+t1)>y(x) (resp. y(xt1)< y(x), resp. y(x+1)= y(x)
avec palier coloré DM , resp. y(x+1l)= y(x) avec palier coloré DD).
Remarque 2.21.- Nous verrons au § 6 que le couple (yc , ) peut aussi &tre

considéré comme un ''chemin valué", c'est-a-dire un chemin de Motzkin dans
lequel chaque pas élémentaire est muni d'une "valuation', c'est-a-dire d'un entier
ne dépendant que de la hauteur Y(i) du pas et de la nature du pas (Nord-Est, Est

ou Sud-Est).
Nous décrivons maintenant schématiquement la bijection f sur un exemple.
_,123456789

Y=(122233211
définie par les couleurs suivantes (voir figure 3)

Soit ) la fonction de Motzkin de 1'exemple 2.16 et Yo
- DM pour les paliers correspondanta x=2, 5, 8 (y(x+1)= v(x)),

- DD pour le palier correspondant a2 x= 3.

Enfin soit f: [n]—> [n] la fonction suivante dominée par Y

=

f_(123456 89
- 12111321H
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On construit une suite d'arbres binaires bi , 0=i<n , ayant comme sommets
les entiers 1,...,1, et certains autres qui sont des feuilles appelées '"feuilles
libres'. L arbre bD est l'arbre binaire formé d'un seul sommet, ce sommet
étant une feuille libre. Pour i, 1<i<n , I::i est obtenu & partir de l'arbre bi-
en ''plagant' le sommet i sur l'une des feuilles libres de b.

1 i-1°
Ces feuilles sont numérotées en ordre symétrique (c'est-3-dire sur le dessin de

naire b.
1_

gauche a droite) de 1 a vy(i) (on vérifiera par récurrence que le nombre de
feuilles libres de bi 1 est y(i)). Le sommet i est alors "placé' sur la feuil -

le vide numérotée f£(i).

Ensuite si i#n et y(i)< y(i+1) (resp. y(i+1)= y(i) avec coloration DM ,
resp. y(i+1)= y(i) avec coloration DD) on "rajoute'" alors deux fils au sommet
i (resp. un fils droit, resp. un fils gauche). Ces nouveaux sommets possibles

étant considérés comme des feuilles libres.

Exemple 2.22. - Pour le couple (yc, f) considéré ici, la suite b., 0Si<n,

est schématisée par la figure 4.

b, = . b]:/\ bzz/\z
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7N

2

3
7 \
\ 6 5 =589473126
i
9

5\/
8
Figure 4 : Construction de ¢ = 8 ('YC, f)

On vérifie que bneln , c'est-a-dire que b, n'a plus de feuilles libres. On

définit alors la permutation :

(2.13) o= e(yc, f) est la projection ﬁ(an de l'ordre binaire b

Par exemple ici ¢ =589473126.

L'application g : T — "Sn est en fait une bijection. D'aprés la propriété (i)

de la proposition 2.11, elle vérifie la condition (2.12).
e -1 ; .
La bijection réciproque § est construite de la fagon suivante.

Soit ¢ une permutation de 611 . L'application ¥ est définie par la condition :
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Sty =1
(2.14) - y(i+1)= y(i)-1 si ieP(o),
= y(i) si ieDM(o)U DD(o),
= y(i)+1 si 1eQ(o).

On prouve alors que y(n)=1 et y(i)=1 pour tout i>1, c'est-a-dire que ¥y
est une fonction de Motzkin. Les couleurs sur les paliers sont déterminées par
la distinction entre les doubles montées D M(ag) et les doubles descentes D D(o).

I1 reste maintenant & définir directement f & partir de ¢ . Pour ceci nous intro-

duisons la notion suivante

DEFINITION 2,23, - Soient g€& et xg[n] . Il existe une et une seule factori-

sation du mot o , appelée la x-factorisation totale de o , vérifiant les trois

conditions

(i) o= L e T T k=1,

(ii) les mots VI G iiss ,vk de & sontnon vides et chacune de leurs lettres
est =2 x,

(iii} les mots u] y ies 'uk*l de © sont non vides (sauf éventueliement u]
et uk+1) et chacune de leurs letfres est <x .

-1 G = <o
Alors g (o)=(y_,f), avec f définie par la condition :
C

(2 15)[1:‘0“ ie[n], £f(i)=j o j estl'unique indice 1=j<k, tel que i

soit une lettre du mot xa dans la i-factorisation totale de g

Remarque 2.24.- (i) Ce mot v, est le mot A(i)ip(i) de la i-factorisation de g

(ii) En fait k = y(i).

Exemple 2.25.- Pour x = 7 la x-factorisation totale de o0=589473126 est

0= uy vy u,v,u, avec u]=5, v1=89, u2=4, v2:7,u3=3]26. Ici

v(7)=2 et £(7)=2.



11-23

Références bibliographiques

On trouvera un exposé de la combinatoire '"classique' des permutations dans
Knuth [42] (chapitre 5.1) ou Comtet [9] (chapitre 6). Pour une introduction
plus détaillée A la combinatoire ''bijective' voir Viennot [72]. La bijection entre
permutations et arbres binaires croissants provient de Foata, Schiitzenberger [27]
(en fait de la deuxiéme partie de cet article, la premigre partie seulement étant
publié). Cette bijection est reprise et explicitée par Francon [31], Viennot [66]
et Kundu [45]. La bijection entre permutations et foréts d'arbres croissants est
décrite sous une forme différente, mais équivalente, par Burge [6] en rapport

avec des méthodes de tris en informatique., Elle est étudiée systématiquement dans

Francon [31] et Viennot [66].

On y trouvera en fait 1'équivalence des deux bijections (permutations et arbres
binaires croissants d'une part, permutations et foréts d'arbres croissants d'autre
part) en appliguant la transformation dite ''naturelle” par Knuth [41] (chapitre 2.3,
p. 333) entre arbres binaires et foréts d'arbres. La bijection n : Sn—o 3:1
décrite en 2.5 a été reprise par Foata [30] sous le nom de V-code. La bi-

jection g§ : T— En définie en 2.6 provient de Francgon, Viennot [33]. La
n

description adoptée est la meéme que Flajolet [21].

§ 3.- Equations différentielles et interprétations combinatoires des nombres

d'Euler

Nous donnons trois interprétations des nombres d'Euler., Chacune correspond

% une relation de récurrence, équivalente & un systdme d'équations différentielles.
y q

3.1. - Permutations alternantes

Cette interprétation repose sur le systeme différentiel suivant satisfait par
les fonctions y =tgt et =z =1/cos t,
y'=1+y ,

(3.1)
z' =y =z , y(0) =0, z(0)=1.
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m m

E tant = T t = Si € équi
n notant vy m}:‘ao Trn o1 ¢tz I ol le systéeme (3.1) équivaut

aux relations de récurrence suivantes

Zn
g = _ ]
2t * % Gint) Taie1 Tan-2ic1 s Ton™ O (m20), T, =1,
(3.2)
2n-1
“on T i (21410 Taser Sonozicz @ Sangg™ 0 (@200, 551

Ces relations de récurrence sont interprétées combinatoirement par la notion

suivante

DEFINITION 3.1.- Une permutation 0€$__ est dite alternante ssi l'ensemble
des indices i des descentes g(i)> o(i+]1) est exactement l'ensemble des entiers

impairs 1<i<m . On dit encore que la forme w = -+ -+ ... de ¢ est alternante.

Exemple 3.2.- g=769143825.

PROPOSITION 3.3.- Le nombre de permutations alternantes de & , m=>=1,
I

est le nombre d'Euler Em (ou encore nombre tangent pour m impair et

nombre sécant pour m pair).

Nous démontrons cette proposition. Soit ¢ une permutation de C‘Sm . Nous
factorisons le mot ¢ en g=uxv avec x=1 la plus petite lettre, u et v mots

de S . Pour tout mot w¢& , on peut définir la permutation réduite W par le

procédé suivant. Les lettres de w sont ordonnées w,y < W2<... < W Le mot
w est alors obtenu en remplacant dans le mot w chaque lettre w. par la let-
tre i . Le mot w peut 8tre reconstitué par la donnée du mot réduit we 61: et

de l'ensemble de ses lettres.

Revenant & la permutation ¢ =ulv , celle-ci est alternante ssi u et v le

sont.

Il y a en fait une bijection entre les permutations alternantes g =ulv de
& , m=2n+l impair (resp. m=2n pair) et les triplets (u,v,1) dans les-
m
quels U est une permutation alternante sur un nombre impair 2itl de lettres,

v est une permutation alternante sur un nombre impair (resp. pair) m-2i-2 de

lettres, et 1 est une partie de [ 2,m] ayant 2i+1 éléments.
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Cette bijection démontre que les nombres de permutations alternantes sur

m=2n+]1 et m=2n satisfont la récurrence (3.2). -
—

Nous interprétons maintenant la proposition 3.3 en utilisant la bijection §

entre chemins valués et permutations décrites en 2.6,

Pour m = 2n+1 impair, une permutation o¢ © est alternante ssi on a
m

DM {c)=DD(g)= ¢ . En appliquant la bijection § , on obtient alors 1'identité :

. Znt1
(3.3) Epniy = 2 (T;F YD .

la sommation est étendue aux Cn (nombre de Catalan) fonctions de Dyck sur

[2n+1] (définitions 2.16 et 2.17).

Pour m=2n pair, o EEm est alternante ssi DM(o)={ et DD(G)=[G(n}} :

Il est plus commode d'utiliser l'interprétation suivante : EZn est le nombre de

permutations alternantes o sur 2n+l telles que o¢(2n+1)= 2n+1 . C'est aussi
-1 _ ‘

le nombre de couple (v,f)=g (o) de T2n+1 (voir section 2.6) tels que vy

est une fonction de Dyck sur [2n+l1] et f: [2n+l1] —— [2n+1], fonction dominée

par Y, vérifie la condition supplémentaire

(3.4 Pour ig[2n+1] tel que y(i+1)>vy(i), alors 1=f(i)=<vy(i)-1 .
)

On déduit alors 1'identité suivante analogue a (3. 3)
2

(3. 5) E, = 5 (] ; inf (y(i), v (i+1))),

o]

la sommation est étendue aux Cn fonctions de Dyck sur [2n+]1].

Remarque 3.4.- Le produit du deuxidme membre de (3.5) peut &tre considéré

comme le produit des "hauteurs' des '"arétes' du chemin de Dyck associé a vy
(voir figure 5 ci-dessous). Entre (3.3) et (3.5) il y a une sorte de dualité
(passage des hauteurs de sommets aux hauteurs d'arétes), que nous retrouverons

au paragraphe 7.
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Remarque 3.5.- Nous verrons au paragraphe 6 que les relations (3.3) et (3.5)

constituent la démonstration combinatoire des développements en fractions conti-

nuées des transformées de Laplace des fonctions y =tgt et z = 1/cos t .

Exemple 3.6.- Pour 2n+l1 =7, ily a C3= 5 chemins de Dyck, schématisés

par la figure 5.

3 hauteurs
2

o de
/;ommets
/CZ\//\\
2
1 1 1

[1] :
hauteurs

2 e,/”/’A d'arétes

Figure 5
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Pour chaque chemin de Dyck Yy , le nombre entouré d'un cercle (resp. carré)
est le produit des ""hauteurs de sommets" (resp. ""hauteurs d'arétes') du chemin,

c'est-a-dire le nombre de permutations alternantes ¢ (y,f) associées a v .

On obtient ici

8+ 24 + 24 + 72 + 144 =272,

1=
I

E, =1+4+4+16+ 36 = 61 .

3.2. - Permutations de Jacobi

Cette interprétation découle du systeme différentiel suivant satisfait par

y=tgt et z=1/cost,

, 2
y' =z
(3.6)
z'=yz, y(0) =0, =z(0)=1
m m
En notant y = & T 't—1 et z=4 S ‘ — le systeme (3.1) équivaut
mep mm! m=g M m!

aux relations de récurrence suivantes

= &I ” s == =
Tomet = % (g3 25 Poaze? Taa™? o 20) s Tg=2,
(3.7)
Z2n-1
S = 1 5,. T , S =0 (n=0), 8 =1
2n 5 (2i 752 Tano1-2i* Szneg™ 0 20 8,
DEFINITION 3.7.- Une permutation ¢ e:f‘:"m est dite permutation de Jacebi si

pour tout xe[m] le mot p(x) de la x-factorisation de = (voir définition 2. 8)

a une longueur paire.

s

Exemple 3.8.- La permutation o =728514963 est de Jacobi. Les mots

o(x), 1=x=9 , sont explicités dans le tableau suivant
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
p(x) 4963 85 e 96 e e e e e

|p ()] 4 2 0 2 0 0 0 0 0
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PROPOSITION 3.9.- Le nombre de permutations de Jacobide & , m=1,
m

est le nombre d'Euler Em

La démonstration est tout a fait analogue a celle relative aux permutations al-
ternantes de la proposition 3.3 interprétant le systdme (3.1). Elle repose sur

le lemme suivant

LEMME 3.10. - Soit uesm, m> 1. Notons g=ulv avec u et v mots de © .

Alors o estune permutation de Jacobi si et seulement si on a les deux condi-

tions

(i) la longueur |v| estpaire,

(ii) les permutations réduites (voir définition aprés la proposition 3, 3)

u et V sont de Jacobi.

Comme pour les permutations alternantes, on démontre alors que les permu-

tations de Jacobi constituent une interprétation ensembliste des récurrences (3.7).

Remarque 3.11.- La terminologie provient du fait que ces permutations sont a

la base d'une interprétation combinatoire des fonctions elliptiques de Jacobi,
sn, cn, dn , i partir du systdme différentiel satisfait par ces fonctions (voir le

paragraphe 8).

La récurrence (3.7) peut en fait se '"lire' également sur les permutations

alternantes. Pour ceci nous définissons les permutations alternantes montantes,

c'est-i-dire celles dont la forme est w =+ - + - ... . Les permutations alter-

nantes introduites A la définition 3.1 seront aussi appelées alternantes descendantes.

Ces deux classes de permutations, dénombrées par les nombres d'Euler Em ;

sont trivialement en correspondance par la bijection ''passage au complémentaire"

C
g—* T
(3.8) Pour o-g@m ) cc(i): m+l - g (i) pour ie[m].
Pour Ueﬁm , permutation alternante descendante, on factorise g sous la

forme g=umv. Alors pour m=2n+l impair (resp. m =2n pair), la permuta-

tion réduite u est alternante descendante sur un nombre pair d'éléments,
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tandis que v est allernante montante sur un nombre pair (resp. impair)
d'éléments. Par passage au complémentaire pour v, on a bien une interprétation
combinatoire de la relation (3.7). On peut donc se demander si les permutations

de Jacobi constituent une interprétation vraiment ''différente' des alternantes.

Cette objection est sans fondements. En effet, mé&me s'il existe une bijection
triviale entre les permutations alternantes descendantes et montantes, l'inter-
prétation de la récurrence (3.7) est faite avec deux classes différentes d'objets

combinatoires pour le mé&me nombre (pour le nombre tangent E ainsi que

Zn+1
pour le nombre sécant EZn ). Cecin'est pas le cas pour les permutations de
Jacobi. L'utilisation de la bijection ''passage au complémentaire' va se répéter
par récursivité, et on arrive a une interprétation combinatoire complétement dif-
férente, D'ailleurs cette application répétée de ce ''passage au complémentaire"

conduit précisément 32 une bijection entre les permutations zlternantes et les per-

mutations de Jacobi (voir section 3.4 ci-dessous).

Nous terminons cette discussion (en espérant dissiper les doutes éventuels du

lecteur) par les deux faits suivants

~

D'une part, les permutations de Jacobi conduisent "maturellement' A une in-
terprétation combinatoire des fonctions elliptiques de Jacobi sn, cn, dn & par-
tir du systeme différentiel (8,3) satisfait par ces fonctions (voir paragraphe 8),
systéme se réduisant (au signe prés) a (3.6). Cecin'est pas le cas pour les per-
mutations alternantes (ou du moins l'interprétation n'a pas été trouvée, bien qu'il
en existe une en termes de permutations alternantes, mais relative au dévelop-
pement en fraction continuée des transformées de Laplace des fonctions tgt

et 1/cost ).

.

D'autre part, les interprétations combinatoires des systémes différentiels
(3.1) (permutations alternantes) et (3.6) (permutations de Jacobi), comme
d'ailleurs celle de 1'équation (3.10) (permutations d'André) ci-dessous et du
systéme (8.3) sont des cas particuliers d'une théorie beaucoup plus générale
celle des '"histoires' développée dans Viennot [71], en liaison avec les équations
différentielles en régime forcé de l'automatique non linéaire (voir 1'introduction)
et la théorie de Fliess (voir par exemple Fliess [24], [25] ). Dans cette théorie,
les permutations de Jacobi sont bien l'interprétation ""naturelle' du systeme (3.6),

et non les permutations alternantes (montantes ou descendantes).
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Nous utilisons maintenant la bijection n : En——* & définie par (2.9) pour
n
retraduire en termes de fonctions sous-excédantes (ou foréts d'arbres croissants)
l'interprétation combinatoire des nombres d'Euler donnée en terme de permutations

de Jacobi,

PROPOSITION 3.12. - Le nombre d'Euler Em , m>1, estle nombre de fonctions

sous-excédantes fe F vérifiant la condition suivante
m

(3.9) Pour tout xe[n]; le nombre de ye[n] tel que f(y)=x, est pair.

En effet, il est clair que la propriété (iv) de la proposition 2.14 permet d'af-

firmer que oc€S est de Jacobi si et seulement si 7 (o) vérifie la condition (3.9).
n

D'une manigre équivalente, on peut aussi dire que E est le nombre de foréts
m
d'arbres croissants sur [m] telles que tout sommet a un degré (nombre de fils)

pair.

Remarque 3.13. - Nous avons ici un exemple de deux interprétations combina-

toires d'une suite de nombre Em , m>1, reliées par une bijection. La récurrence
(3.7) traduit "naturellement' la croissance de l'un, c'est-a-dire comment la
construire en enlevant un élément (le plus petit) a partir d'objets similaires. La
croissance du deuxigme est lié 3 une toute autre récurrence, correspondant au

assage arbres -+ foréts en '""enlevant' la racine. Ici la théorie du composé
P g L

partitionnel abélien de Foata [28] permettrait d'exprimer cette récurrence.

Remargque 3.14.- L'interprétation combinatoire de la proposition 3.12 est

utilisée par Pansiot [53] pour un probleme lié au polyndme de Tutte du graphe
complet Kn (voir les références bibliographiques a la fin de la section et le

probléme ouvert n°10).

3.3. - Permutations d'André

Nous interprétons maintenant 1'équation différentielle satisfaite par la série

génératrice exponentielle des nombres d'Euler Em , m>0, sans distinction de

parité comme précédemment, c'est-a-dire la fonction f(t) =tgt + ——
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Cette fonction est l'unique solution de 1'éguation suivante,

(3.10) 2 0(t) = 1+£%(t), £(0)=1.

Cette équation égquivaut & la récurrence

(™yE.E_ ., E =1,
I 1 mn=-1 (o]

)

=i=m

(3.11) 2E .4 =

Une interprétation combinatoire ('naturelle' au sens de [71]) est donnée par :

PROPOSITION 3.15, - Le nombre d'Euler Ern , m>0, est &gal au nombre

d'arbres 1-2 croissants sur [m] (c'est-a-dire les arbres croissants de la

section 2.5 tel que chaque sommet admet 0, 1 ou 2 fils).

A nouveau le raisonnement est analogue & celui des propositions 3.3 (permu-
tations alternantes) et 3,9 (permutations de Jacobi). En enlevant la racine x=1
d'un arbre 1-2 croissant sur |[m], on obtient l'arbre vide si m=1 (considéré
ici comme arbre 1-2 croissant), un arbre 1-2 croissant sur [2,m] sila
racine n'a qu'un fils, un ensemble (non ordonné) de deux arbres 1-2 croissants
ayant pour sommets deux ensembles formant une partition de [2,m] si cette

racine a deux fils.

La seule nouveauté ici est la présence du facteur 2 correspondant au fait que
le produit EiEm . du deuxitme membre de (3.11) interprete une paire (ordon -

née) de deux arbres 1-2 croissants (1'un étant vide dans le cas d'une racine

ayant un seul fis), alors qu'il s'agit ici de paire non ordonnée,

Les deux cas : racine ayant un ou deux fils, sont traités en m&me temps. La
compréhension est peut-&tre améliorée en distinguant bien ces deux cas. Ceci
revient & poser tout simplement g(t) = 1+1(t), satisfaisant alors 1'équation dif-

férentielle

1 2
(3.12) g't) =1+g()y+5g (t) , gl0)=0.

En fait les deux équations (3.10) et (3.12) conduisent ici (et aussi pour la
théorie générale des histoires [71]) 2 la mé&me interprétation combinatoire,

En termes d'histoires générales, nous sommes en fait en présence d'un exemple
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de la notion de 'fermeture d'une histoire' (voir [71]). Le lecteur sera peut-étre

surpris d'apprendre que la bijection g entre permutations et chemins valués de
la section 2.6 en est un autre exemple. Grosso modo, cette bijection correspond

3 la "fermeture'" de la bijection 'table d'inversion'' de la section 2.3.

Grace a la bijection & :611;—_’ T définie en 2.4, nous ''traduisons' mainte-
m

nant en terme de permutations l'interprétation de la proposition 3.15.

Pour x¢[m], m=>=1, soit IX l'involution agisasant sur les arbres binaires
croissants Im et consistar-lt 4 échanger les sous-arbres gauches et droits du
sommet x . Ces involutions commutent deux & deux et engendrent un groupe Grn
(en fait isomorphe A un produit direct de m-1 groupes 2 2 éléments) opérant

sur I
m

Les orbites sont en bijection avec les arbres binaires 1-2 croissants sur [m]
(intuitivement un arbre binaire 1-2 croissant est un arbre binaire croissant dans

lequel on ne distingue pas les notions de fils gauche et fils droit),

Un systeme de représentants de ces orbites donnera par la projection

T — C‘im (voir section 2.4) une classe de permutations dénombrées par le
m

nombre d'Euler E
m

Par exemple, on peut prendre les arbres binaires croissants bGIm vérifiant

les deux conditions suivantes

(3.13) si xe[m] est point simple de b, l'unique fils de x est fils droit.

(3.14) si xc[m] estun point double de b, le fils droit est plus petit que

le fils gauche de x.

En utilisant la proposition 2.9, nous définissons par projection la classe des

permutations d'André (de premikre esptce), c'est-a-dire les permutations cec®

mn
sans double descente et telle que la x - factorisation g = up(x)xp(x)v de tout

creux x¢€[m] vérifie la condition

(3.15) min (p(x)) < min(A(x)) (plus petite des lettres).
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Un autre systeme de représentants pourrait &tre défini en remplac¢ant min
par max (plus grande des lettres) dans ({3.15). On définirait ainsi, comme dans

[27], [29], les permulations d'André de seconde esptce, également dénombrées

par le nombre d'Euler E

3.4. - Bijections et nombres d'Euler

Comme nous le disions dans l'introduction, aprés avoir donné des interprétat-
tions combinatoires des nombres d'Euler. la deuxieme étape de leur 'théorie
géométrique' consiste A relier entre elles ces interprétations, ainsi que d'ex-
pliquer (par des bijections) les identités remarquables satisfaites par ces nombres.

Nous ne donnons dans cette section qu'un bref apercu,

Dans la discussion suivant la remarque 3,11, nous avons donné 1'idée de la
construction d'une bijection entre les permutations alternantes et les permutations
de Jacobi, expliquant ainsi 1'équivalence des systemes différentiels (3.1) et (3.6).

Cette bijection est explicitée maintenant.

Remarquons d'abord que 1'on peut étendre a tous les mots de S 1'application
"passage au complémentaire', définie en (3.8) pour les permutations. Pour

: ¢ .
wed, lemot w  estl'lunique mot ayant pour lettres les mémes que celles de w ,

. I % i c — €
et pour tout mot réduit (définition apres la proposition 3.3) le mot w = (W)

On définit alors par récursivité l'application ¢ : © — 3 par les relations

suivantes

- a(x)= x pour tout x= N, «(e)= e (mot vide) ,
(3.16) pour w&Z , notons w=umv avec u,v:3 et m la plus
. _ ? ”
petite lettre de w , alors o{w)={.(u)) m a(v)
PROPQSITION 3.16.- L'application 5 définie par (3.16) envoie bijectivement

les permutations de Jacobi (définition 3.7) sur m pair (resp. m impair)

sur les permutations alternantes descendantes (resp. montantes) (définition 3.1

et suite de la remarque 3.17).
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Exemple 3.17. - Pour la permutation de Jacobi o = 7285149 63, on calcule

successivement

"

a(7285)=7285,
a(496) =496, a(4963)= 9463,
aflc) = 582719463,

qui est bien une permutation alternante montante.

Dans le méme ordre d'idée, on peut aussi donner une bijection entre les per-
mutations alternantes et les arbres 1-2 croissants (ou permuations d'André) in-
terprétant ainsi combinatoirement 1'équivalence du systeme différentiel (3.1) et

de 1'équation (3.10).
Soit 8 : &§— 5n définie récursivement par la relation suivante

- B(x)= x pour tout xeIN, gfe)=-e (mot vide),

pour g€®, sila plus grande lettre max(g) esta droite

(3.17) (resp. & gauche) de la plus petite lettre min(g), notons
¥ =05 (resp. of = o). En factorisant 6 =umv avec

m = min(o'%} , alors plo)=glu) mga(v).

PROPOSITION 3.17.- L'application B définie par (3.16) envoie bijectivement

les permutations alternantes (définition 3.1) sur les permutations d'André de

seconde espice (définition a la fin de 3.3).

Remarque 3.18.- L3a encore, la construction de cette bijection est équivalente a

l'interprétation de la récurrence (3.11) (associée aux permutations d'André)
directement sur les permutations alternantes. En fait, il est plus commode de
remplacer 1'équation différentielle (3.10) associée a (3.11) par celle obtenue en

différentiant les deux membres, soit

(3.18) () = f(t) £'(t), f(0)=£(0)=1,

équivalente a la récurrence

(™) B.E m=0, B=E2=1.

(3.19) Em+2 ZOSiimi i m+l-i’ o 1
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Cette dernitre relation peut &tre "lue' sur les permutations alternantes

768 en supprimant la plus petite et la plus grande lettre de ¢ . L'inter-

m+2
prétation '"maturelle' de (3.19) est encore les permutations d'André ou arbres 1-2

croissants.

Donnons un exemple de ''preuve bijective' d'une identité faisant intervenir les

nombres d'Euler,

Les polynémes eulériens An(t}: 5 An ktk peuvent &tre définis par la
) ) 0<k-n '
relation
ot A (t)
o n 1 11
(3.20) B i e
‘,__7_1 n+]
L2 (1-t)

et satisfont l'identité

(3.21)

A 1y= 29"

- E
2n+]( 2n+1

On sait classiquement que A Kk (le nombre eulérien) est le nombre de per-
n,

mutations de S ayant k montées. (On peut le démontrer directement 3 par-
n

tir de 3.20.)

Soit T’n l'ensemble des chemins valués (\;'C, f) de Tn tels que » ait au
moins un palier +v(1)= y(i+1). On détinit l‘invoiuticm g o T‘n — T'n consistant
4 échanger les couleurs DM et DD du premier palier. Il est clair que les
nombres de montées des permutations a(vc , 1) et S(CS(\C , f)) sont de parité
opposée. La somme alternée An(-ll est donc la différence entre le nombre de
permutations 7 € (Tn T’n) ayant un nombre pair de montées et celles ayant un

nombre impair.

Pour n pair, Tn = T'Tl . tandis que pour n impair '{_}(Tn : T‘n) est l'ensemble

des permulations alternantes. D'ou la relation (3. 219).
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La "théorie combinatoire'' des nombres d'Euler est née il y a plus d'un sigcle
avec la découverte et 1'étude par le combinatoriste D. André des permutations al-
ternantes [3], [4]. Aprés une éclipse & peu prés totale, elle fut reprise magis -
tralement par D. Foata et M. P. Schlitzenberger dans leur monographie sur les
polynémes eulériens [267], puis avec l'introduction des permutations "d'André"
[27], [60]. L'étude de ces permutations est poursuivie dans Foata, Strehl [29] .
La preuve bijective donnée ici de 1'identité (3.21) simplifie celle de [26]. La
bijection entre permutations alternantes et d'André est dans [27] et reprise par

Donaghey [10].

Le dénombrement des permutations alternantes est un cas particulier du dé-
nombrement des permutations ayant une forme donnée (définie par {Z:2))
Diverses formules et de nombreux articles sont consacrés a ce sujet (voir par

exemple MacMahon [48], Niven [52], et ceux de Carlitz et ses éleves).

L'interprétation des permutations altermantes en termes de ""chemins valués"
(identités (3.3) et (3.5)) fut démontrée (analytiquement) par Rosen [57],
en liaison avec le modele Ising du ferromagnétisme (2 une dimension), ainsi que
Jackson [40] et Strehl [63]. Dumont donne en [14] une preuve bijective, en
liaison avec une autre interprétation combinatoire des nombres tangents liée aux
pistolets surjectifs du paragraphe 5. La preuve bijective adoptée ici est celle de

Frangon, Viennot [337.

Les permutations de Jacobi sont introduites par Viennot [67] en vue de 1'étude
combinatoire des fonctions elliptiques de Jacobi. On trouvera dans Viennot, [69],
une autre bijection (que celle de la proposition 3.16) entre les permutations al-
ternantes et celles de Jacobi. Cette bijection découle d'une correspondance entre
permutations et chaines maximales de sous-mots dans le monofde libre engendré
par un alphabet & deux lettres. Comme nous l'avions souligné (remarque 3.14),
la traduction des permutations de Jacobi en termes de foréts d'arbres (proposi-
tion 3.12) est cruciale pour la preuve bijective donnée par Pansiot [53] de
1'identité E = Km(-l) reliant les nombres d'Euler et certains polynémes Km(t)
introduit par Kreweras [43] et Gessel, Wang [73]. Ces polyndmes peuvent &tre
identifiés par Km(t)= Tm{l,t), en désignant par Tm(x,y) le "polyndme de

Tutte'' du graphe complet K (voit Tutte [65]).
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Enfin, certaines notions ou démonstrations esquissées ici, peuvent &tre faites

dans un cadre beaucoup plus général. D'une part, il y a le composé partitionnel

abélien, modele combinatoire pour les séries génératrices exponentielles, intro-
duit par Foata [28]. D'autre part les interprétations combinatoires des équations
différentielles de ce paragraphe, ainsi que 1'étude non commutative de 1'équation
(3.18) par Schiltzenberger [60], sont des cas particuliers de la théorie des
"histoires générales', commencée par Viennot [ 71], en liaison avec la théorie
développée par Fliess et ses éléves en automatique non linéaire [24], [25],

[46], les "histoires de fichiers'' de l'Infoermatique, Frangon [ 327, Flajolet,

Francon, Vuillemin [237 et les travaux de Lenormand sur le '"calcul ombral non

commutatii' (articles & venir).

£ 4. - Matrices de Seidel des nombres d'Euler et de Genocchi

Dans ce paragraphe, nous rappelons la méthode treés simple {et quelque peu
oubliée) introduite par Seidel en 1877 [61] pour caractériser les nombres d'Euler
et de Genocchi (et aussi de Bernoulli ! ). Cette méthode conduit & une interpré-
tation combinatoire, que l'on pourrait dire ''treés proche’ de la série génératrice.
Dans le cas des nombres de Genocchi, nous introduisons les pistolets alternants
et une certaine classe de permutations alternantes. Dans le cas desnombres
d'Euler, on retrouve l'interprétation issue du systdme différentiel (3.1), c'est-

d-dire les permutations alternantes.

4.1, - Matrices de Seidel

DEFINITION 4.1.- Une matrice de Seidel est une matrice (infinie)

A= (ak n)‘ k,n=>0, avec coefficients dans le corps des nomhres complexes C,

et satisfaisant la condition

(4.1) a =a +a
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En somme, la condition (4.1) exprime que le terme a (ligne d'indice

k,n
k>1 et colonne d'indice n>=0) est la somme du terme situé juste au-dessus

(Nord) et de celui situé au Nord-Est (voir par exemple les tables 2 et 3).

a , a y...,da y...) détermine
0,0 o,1 o,n

la matrice de Seidel A . Ses coefficients se calculent aisément par la récurrence

La donnée de la premigre ligne (an}= (

{4.1). Nous noterons (bn) = (a ,...) la suite formée par

, a ) e @
0,0 Tiyd n,o
les éléments de la premigre colonne. Nous avons ainsi défini une transformation

sur les suites de nombres @ : (an)-—c (bn) , appelée transformation d'Euler,

Tout élément a d'une matrice de Seidel A peut s'exprimer en fonction de
n
t)

la suite (an) (premiere ligne) ou de la suite (bn) (premigre colonne) par

les relations

(4.2) ak:n:OS.ziSk(i) a,. k=0, n>0 ,
. = 5 (-1} (M)b k>0, n=0
(4 3) ak,n o= lsn( } ( 1) k+n-i = -

La relation (4.2) permet d'établir

PROPOSITION 4.2.- Soient A = (a ) une matrice de Seidel et

k,n
n ?
a(t) = T a t—T la série génératrice exponentielle de la premigre ligne.
n=0 o, n.
Alors
n
¥ a _u a(t+u)
k,n=0 k,nn ! k!
t? £
COROLLAIRE 4.3.- Soient a(t)= £ a — et b(t)= T a =T
nzo o,n n!: kEO k,o k!

les séries pénératrices exponentielles de la premigre ligne et de la premiere

colonne d'une matrice de Seidel A = (a ). Alors :

k,n

En somme, la transformation d'Euler ¢ : (an)—b (bn) correspond i la

multiplication par 1'exponentielle.

Clairement, cette transformation ne poss&de ni invariant (bn = an , n=0),

ni anti-invariant (bn =-a ,nz 0). Comme Seidel [61], on peut &tre moins

exigeant et rechercher les suites ''presque’ invariantes ou anti-invariantes au

sens suivant
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(4.4) b =1, b =-b , b. =b . pour iz=2.

Il n'existe alors qu une seule matrice de Seidel vérifiant (4.4). Ses coefficients
peuvent &tre calculés de proche en proche avec la relation (4.1). D'apres le
. ‘.z : iy . t
corollaire 4.3, la fonction génératrice de la premiere ligne est a(t)=t/(e -1).

Ainsi cette suite est la suite des nombres de Bernoulli :

I =1 =-=—, b =(-1 , Db =0 =1
)o,o o, 1 2 0,2n (2] BZn 0, Zn+l pens 1
Similairement, il existe une seule matrice de Seidel G = (gk ,) telle que
(4.5) go,o:O ’ gc:,lzgl,o: 1 8.0 %o, pen3s LR

D'apres le corollaire 4.3, la premigre ligne a comme série génératrice

t 7 . . . 1
2t/(e +1). Ainsi cette suite est la suite des nombres de Genocchi

n
g, =0, g, 471, gy, =(-1)G,

=0 =
€o. 2n+1 , pour n=1.

Les premiers termes de la matrice G = (gk n)’ dite matrice de Seidel des

nombres de Genocchi, sont donnés dans la table 2.

0 1 -1 0 1 0 -3 0 17 0 -155
1 0 -1 1 1 -3 -3 17 17 -155
1 -1 0 2 -2 -6 14 34 -138
0 -1 2 0 -8 8 48 -104
-1 1 2 -8 0 56 -56
0 3 -6 -8 56 0
3 -3 -14 48 56

0 -17 34 104

-17 17 138
0] 155
1.55

Table 2 : Matrice de Seidel des nombres de Genocchi,
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Maintenant si l'on prend comme premigre ligne la suite des nombres tangents

(avec leurs signes)

a, » 8501 (-1) EZn-l , a 0 pour n>1,

2n

. . ) 2t
ayant comme série génératrice la fonction 2/(e +1), la premidre colonne
(b )= Cp(an) de la matrice de Seidel associée est la suite de série génératrice
n
1/cht, c'est-3i-dire la suite des nombres sécants (avec leurs signes)

n 5
bZn_ (-1) EZ.n , b 0, pour n>0 .

2n+1 -

La matrice de Seidel E est dite matrice de Seidel des nombres d'Euler.

C'est la seule matrice de Seidel E = (akn] telle que

(4.6) a =11 a =0,

5.6 _ azn—l,o:o i pour n>1,

Les premiers termes sont donnés par la table 3.

1 -1 0 2 0 -16 0 272
0 -1 2 2 -16 -16 272
-1 1 4 -14 -32 256
0 5 -10 -46 224
5 -5 -56 178
0 -61 122
-61 61
0

Table 3 : Matrice de Seidel des nombres d'Euler.
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4,2, - Tableau de Kempner

Dans cette section, nous interprétons les nombres d'Euler a partir de la

matrice de Seidel correspondante.

La premigre étape consiste d'abord a transformer légérement la matricepour

obtenir un tableau de nombres uniquement positifs, appelé tableau de Kempner

{des nombres d'Euler). Les premiers éléments sont donnés par la table 4.

1 0 ©d
m - 0 1 1
2 2 1 Q
0 2 4 5 5
16 16 14 10 5 0
0 16 32 46 56 61 61
272 272 256 224 178 122 61 0

Table 4 : Tableau de Kempner

Dans ce tableau, chaque élément d'une ligne de rang impair (resp. pair) est
la somme de celui situé juste au Nord et de celui situé juste a 1'Ouest (resp. Est),
sauf le premier (resp. dernier) qui est 0 et décalé d'un cran par rapport au
premier (resp. dernier) élément de la ligne supérieure. Cette régle détermine

le tableau i partir de la premigre ligne, quiest réduite au nombre 1 .

1l est clair que ce tableau est une '""réécriture’ de la matrice de Seidel des
.nombres d'Euler : les lipnes correspondent aux diagonales de la matrice. Ainsi
le dernier (resp. premier) élément de la ligne d'indice impair 2n+1 (resp.

pair 2n) est le nombre sécant EZn (resp. nombre tangent E On déduit

2n+1 I
que la somme des éléments de la ligne d'indice m (pair ou impair) est le nombre

d'Euler E .
m

On peut aussi définir le tableau de Kempner par les opérateurs suivants.
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Soit V 1'ensemble des vecteurs formés des k-uples d'entiers >0 (avec k

entier variable >1). On définit les opérateurs sur V
(4.7) m(xl, ’ﬁ) = (0, Xy XyFX, s Xyt x,t "'_Hi()

4,8 d S = e s eie 3 + , .
(8 Gegrennmg) = (rpt b 1% %)

La ligne d'indice m du tableau de Kempner est alors le vecteur obtenu & par-
tir du vecteur x,= 1 (k=1) _en appliquant successivement et alternativement les
opérateurs d, puis m , puis d, etc..., m-1 fois ., D'ou la formule

(4.9) Em:Som(....dnmud(IU

"_‘
m-1 fois
dans laquelle Som : V +IN est l'opérateur associant la somme des éléments

d'un vecteur.

La regle de formation du tableau de Kempner conduit directement & l'interpré-

tation combinatoire suivante

LEMME 4.4, - L'élément am L d'indice {4 de la mieme lipne du tableau de

Kempner est égal au nombre de fonctions sous-excédantes fe:}m telles que

(4.10) f(i)>f(i+1) pour i impair, f(i)< £(i+1) pour i pair, 0S1<m .

Maintenant, en considérant les permutations dont les tables d'inversions
vérifient (4.10), on déduit de la condition (ii) de la proposition 2.4 le corollaire

suivant :

PROPOSITION 4.5, - L'élément a " du tableau de Kempner est le nombre de

permutations alternantes de Gm dont la derniére lettre est £

Ainsi, pour les nombres d'Euler, la matrice de Seidel n'introduit pas de nouvel-

les interprétations. Nous avons plutdt une preuve combinatoire de 1'identité (4.9).
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4,3, - Pistolets alternants

Cette section est l'analogue de la section précédente pour les nombres de

Genocchi.

Nous définissons un tableau de nombres (h

k,m) par h

11° 1 et la regle de

construction suivante.

Chaque élément d'une colonne d'indice pair est la semme de celui situé
juste au Nord et de celui juste a 1'Ouest, sauf l'élément du haut qui est la répé-
tition de celui situé juste & 1'Ouest. Chaque élément d'une ceolonne d'indice impair
est la somme de celui situé juste au Sud et de celui juste a 1'Ouest, sauf l'élément
du bas qui est égal & celui situé & 1'Ouest, et 1'élément du haut qui est répété

(voir table 5).
Formellement, cette récurrence est donnée par

- pour m=2n:2, h = h et pour k= |n-17,
n,m n,m-1

=} + h
hk,m 1k+‘L,m k,m-1

(4.11)4- pour m = 2n-1=3 , h].m: hl,m—] el pour ke’2,n-1 ,
h

h =1 - = z
k,m 1}(—1,r’n+—hk,rn ' n,m hn-],m

N

Les premigres valeurs sont données par la table suivante.

_ﬁfﬁg_llSS 155 5

|17 17 155 310 4

3 R 31 138 448 3

1 1 3 6 14 48 104 552 2

1 1 1 2 2 8 8 56 56 608 1
k

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

m

Table 5 : Le 'pistolet de Genocchi'
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Le lecteur reconnaftra que les nombres de la table 5 sont les mé&mes, au signe
et a un réarrangement prés, que les nombres nombres situés au-dessus (resp.
au-dessous) de la diagonale du tableau 2. Ceci est vral en toute généralité et

permet de déduire

PROPOSITION 4. 6. - Le tableau de nombres (hk m) défini par hI g7 1 etla

2

récurrence 4,11 se déduit de la matrice de Seidel des nombres de Genocchi

G = (gk ) Pparla relation

2

(4.12) (-1)* n = (-1)"

3 = .
o, P btk ik peuz mal

h1(,211~1: gn-k, n+k ’

z

COROLLAIRE 4.7.- G, = h
242 geieny K 20

» pour n=1.

Cette derniére relation permet alors, comme dans le cas du tableau de Kempner
des nombres d'Euler, de déduire une interprétation combinatoire des nombres de

Genocchi,

DEFINITION 4.8.- Un pistolet sur [m] estune application p : [m]— [m]

telle que

(4.13) p(2i)=<i et p(2i-1)=<1i pour i=1.

DEFINITION 4.9. - Un pistolet alternant sur [m] est un pistolet tel que

(4. 14) p(i) = p(i+1) pour i impair et p(i) < p(i+1) pour i pair, 1<i<m .

Exemple 4.10, - Le pisotlet p=p(1}...p(8) =11213332 est alternant. Celui-

ci est visualisé sur la figure b,
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Figure 6 : Le pistolet alternant p=11213332

La récurrence (4.11) et le corollaire 4.7 permettent de déduire immédiate-

ment
PROPOSITION 4.11.- Pour nz1, le nombre de Genocchi GZn+2 est le nombre
de pistolets alternants sur [2n] . De plus hk 5 est le nombre de ces pistolets
| Sy
p tels que p(2n)=k .
A tout pistolet p alternant sur 2n], nous associons le pistolet p' sur

[2n+1] défini par la relation

(4.15) p'(1)=1, p'(2i)= i+l -p(2i-1) , p'(2i+t1}= i+2-p(2i), pour i:

o
|

(0]

puis la fonction sous-excédante f =:F
- 2n+1

(4.16) f(i)= 2(p'(i)-1) pour iz [Zn+1]

Il est immédiat de vérifier que p est alternant (condition (4.14)) si et seule-

ment si f est la table d'inversion d'une permutation de SZn'l .
T

On déduit

PROPOSITION 4.12.- Pour n>1, le nombre de Genocchi GE +2 est le nombre
Il

dont la table d'inversion (définie par (2.5))

de permutations alternantes o cS

2n+1
f = I{(y) est a valeurs paires (c'est-a-dire f(i) pair pour ig[2n+1]).
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Exemple 4.13. - Le pistolet alternant p=11213332 de la figure 6, intervenant

pour le dénombrement de G, = 155, est transformé successivement par (4.15),

10
-1 -
(4.16} et [ en p'=112131224, f=002040226, gzll(f)=658291437,

permutation alternante avec table d'inversion a valeurs paires.

Nous terminons ce paragraphe en donnant deux applications de l'interprétation

combinatoire donnée ici des nombres de Genocchi.
D'une part, 1'identité suivante, dite de Seidel par Nielsen [51]

(4.17) R 0 ol

0
=k= n/ 2k

) Gon-2x
se '"lit" directement sur les pistolets alternants par un dénombrement du type
inclusion-exclusion''. Ces pistolets permettent ainsi de donner une preuve com-
binatoire de cette identité, En utilisant (4.2), on peut remarquer que cette iden-
tité équivaut a dire que les termes g, . , i>0, de la diagonale de la matrice

L)

de Seidel G des nombres de Genocchi, sont nuls,

D'autre part I'interprétation en permutations alternantes peut se traduire sur
les chemins valués (y , f), comme dans le cas des nombres d'Euler, grace au
c

lemme suivant

-1
LEMME 4.14. - Soit g une permutation alternante et (y, f)= 8 (o) le chemin

valué associé (voir section 2.6). Alors la table d'inversion I(c) est a valeurs

paires si et seulement si f est a valeurs impaires.

COROLLAIRE 4,15 - Pour n>1, le nombre de Genocchi G2n+2 est le nombre

de couples (y,f)¢ T2 & tels que Y estune fonction de Dyck (définition 2.17)
n

et f, fonction dominée par y , est 3 valeurs impaires (soit f(i) impair pour

ig[2n41]).

Une autre formulation possible est la suivante
2n+l
. y(i)
(4.18) oz = & (LI T57T)
Y i=1
dans lequel [x] désigne le plus petit entier supérieur ou égal a x (notation

AP L de l'opérateur '"plafond'), et la sommation est étendue A toutes les fonctions

de Dyck y sur [2n+1].
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Le produit du deuxi?me membre peut &tre considéré comme le produit des

hauteurs '"comptées de 2 en 2 " , des sommets du chemin de Dyck associé a

Exemple 4.16. - D'une manigre analogue a la figure 5 de l'exemple 3.6 relatif

aux nombres d'Euler, nous donnons sur la figure 7 le cas 2n+l = 7 . Ici

G8=I_+2+2+4+8:17. hauteur
"comptée de

> é’/72 en 2"

4

1

1 1 f
5 @ 5 ®&‘ produir

des hauteurs

[

Figure 7

Nous donnerons deux applications du corollaire 4.15. D'une part celui-ci
permet de donner une preuve 'bijective' de la conjecture de Gandhi relatif aux
“Hdombres de Genocchi (Gandhi [347, voir le paragraphe suivant). D'autre part
la relation (4.18) n'est pas autre chose que l'interprétation combinatoire du dé-
veloppement en fraction continuée de la série génératrice (ordinaire) des nombres

de Genocchi (voir le paragraphe 7).
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Références bibliographiques

Le tableau de Kempner de la section 4.2 est un cas particulier (pour les per-
mutations alternantes) du tableau donnant la distribution des permutations ayant
une forme donnée selon leurs dernieres (ou premiéres) lettres. Cette distribution
est donnée par Entringer [20] et Niven [52], par des méthodes ''bijectives'. Il
ne semblait pas commode de démontrer directement (sans bijections) que le
tableau de Kempner donne naissance aux fonctions tangente et sécante, La preuve
analytique était en fait dans-l’article fondamental de Siedel [61], pres de 90 ans
plus tdt, et complétement oublié depuis. La terminologie ''tableau de Kempner'"

est due a Schlitzenberger.

L'interprétation combinatoire des nombres de Genocchi en pistolets alternants
(proposition 4.11) et en certaines permutations alternantes (proposition 4.12)
provient de Dumont, Viennot [17]. La traduction en "ehemins valués'' (identité

(4.18)) provient de Francon, Viennot [33].

Signalons pour l'anecdote, que le tableau défini par (4.11) et appelé '"pistolet
de Genocchi' fut découvert expérimentalement par l'auteur de cet article lors de
son apprentissage du langage AP L. De la, avec Dumont, fut découvert les in-

terprétations combinatoires et finalement 1'article de Seidel !

§ 5.- Génération de Gandhi des nombres de Genocchi

5.1.- Polyndmes de Gandhi

Soit P, {x), n>1, la suite de polyndmes définis par la récurrence suivante
Il
- Pz(x]= xz .
(5.1) , .
= I = +1)- P
2n+2(x} x A Zn(x” x (PZH(X 1) Zn(x})

Gandhi a conjecturé en 1970 ([34]), (en fait sous une forme légeérement dif-

férente que celle adoptée ici) la relation suivante

(5.2) pour n>1 .

P .
LZn(l) G2n+2 ’
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Cette conjecture fut démontrée par Carlitz "7] et Riordan, Stein [56,
par des méthodes analytiques. Le but de ce paragraphe est d'interpréter la TE-
currence (5.1) pour donner une deuxiéme interprétation combinatoire des nombres

de Genocchi,

Remarquons que les polyndmes PZ (x) ont des coefficients entiers positifs,
n

Leur somme est le nombre de Genocchi G Ces polynémes sont appelés

2n+2
polyndmes de Gandhi et leurs coefficients sont notés par

(5.3) P (X):

20 k 2 3 4 5 6 7 GZn+2
2 1 1
4 1 2 3
6 3 8 6 17
8 17 54 60 24 155
10 155 556 762 480 120 2073
12 |2073 8146 12840 10248 4200 720 38227
Table 6 : Coeflicients an‘k des polyndémes de Gandhi

5.2.- Pistolets surjectifs

DEFINITION 5.1.- Un pistolet surjectif p sur [2n; estun pistolet (définition

4,8) qui est surjectif en tant qu'application p : [2nj— [n].

Exemple 5.2.- Le pistolet p=11212314 schématisé sur la figure 7 est

surjectif.
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Figauare 7 : Un pistolet surjectif

PROPQOSITION 5 3. - Pour n>1, le nombre de Genocchi G2 i3 est égal au
E— n

nombre de pistolets surjectifs sur [ 2n].

Donnons une idée de la preuve. Celle-ci repose en fait sur le lemme plus
précis suivant :

LEMME 5.4.- Pour n>1, k>2, le coefficient B2 Kk du polyndéme de Gandhi
I,

1:’2 (x) est égal au nombre de pistolets surjectifs sur [2n] ayant k indices
n

i e[2n] tels que p(i)=1 .

1.3 encore la preuve consiste &4 montrer que la '"croissance' de 1l'objet combi-
natoire correspond exactement & la récurrence (5.1) définissant les polyndmes
de Gandhi. Par 'croissance' nous entendons ici la fagon d'obtenir un pistolet
surjectif sur [2n+2] en rajoutant '"la ligne du bas'' & un pistolet surjectif sur
[2n]. Par exemple le pistolet p=11212314 est obtenu & partir du pistolet
g=111213, en "coloriant' les éléments q(i)= 1 de la premikre ligne en deux
* * couleurs (ici bleu pour p(1) et p(3), rouge pour p(2) et p(5)), puis en
"abaissant' d'une ligne les éléments rouges, enfin en ''rajoutant' au début de la

nouvelle ligne ainsi créée deux éléments p(l)= p(2)=1 (voir figure 8).



11-51

X 2 g=111213

X @ X @ 1 p=11212314

x [x 11

Figure 8 : Croissance ''par le bas' des pistolets surjectifs

Supposons le lemme 5.4 vrai pour n . L'opération "coloriage'' correspond
au passage de Pzn(x) a Pzn(xﬂ} : ce dernier polyndme énumere les pistolets
surjectifs ''coloriés'' de [2n| selon le nombre d'éléments p(i)=1 coloriés en
rouge. La surjectivité impose de ne pas colorier en rouge tous les é€léments
p(i)=1 . Ceci correspond a retrancher Pzn(x] du polynédme PZn(X+] ). Enfin
rajouter deux éléments au début de la premiere ligne correspond a multiplier

par XZ . On retrouve bien la récurrence (5.1) des polynémes de Gandhi.

A

1.'idée essentielle est que la surjectivité correspond & 1'opérateur 4 du cal-

cul aux différences finies. Cette idée est précisée dans Viennot [68].

Grice & la bijection » entre permutations et foréts d'arbres croissants
(section 2.5), nous traduisons 'interprétation de la proposition 5.3 en termes

de permutations.

PROPOSITION 5.5.- Pour nz=1, le nombre de Genocchi GZn+2 est le nombre

de permutations 5 de & telles que l'ensemhle des montées soit 1l'ensemble

. 2n+1
{‘2, 4,..,2n} des nombres pairs de 2n+l], c'est-a-dire :

(5.4) - (i)~ - (i+1) si et seulement si (i) est pair, ig [2n] .
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A tout pistolet p : [2n]— [n], on associe la fonction sous-excédante
f: [2n+1]— [0,2n] par la relation suivante
- pour ie[2n] , £(i)= 2(p(i)-1)

(5.5)
- f(2n+1)= 2n .

Avec la bijection 71 définie par (2.9), nous associons une permutation

cE® D'apres la condition (ii) de la proposition 2.14, cette permutation

2n+1
satisfait (5.4) si et seulement si le pistolet p est surjectif. Ceci prouve la

proposition 5.5.

Remarque 5. 6. - Cette interprétation combinatoire apparaft un peu comme la

duale de celle des nombres tangents par les permutations alternantes, La dualité
consiste ici 3 échanger les notions "index i ' et "valeur o (i) "'. Curieusement,
cette dualité ne provient pas (du moins jusqu'a présent) de la relation (1.6)

liant les nombres tangents et de Genocchi.

5.3.- Démonstration "bijective'' de la conjecture de Gandhi

Donner une démonstration "bijective’ de 1'identité (5.2) conjecturée par
Gandhi, revient 3 donner une bijection entre les pistolets surjectifs et les pistolets
alternants (définition 4.9). Malgré 1'apparente similarité des deux objets combi-
natoires, il n'existe pas a présent de bijection "directe'' connue, entre ces deux

classes de pistolets.

Il est équivalent d'en chercher une entre les permutations de la proposition 5. 5
et celles de la proposition 4.12, La encore il ne semble pas évident d'en expli-
citer une., Par contre, si l'on retraduit en termes de chemins valués (\(C, f)
ces deux classes de permutations, il est tres facile d'exhiber une bijection entre

les deux classes correspondantes de chemins valués.

Pour les pistolets alternants, provenant de la génération de Seidel des nombres
de Genocchi, le corollaire 4.15 nous a déja donné les couples ('Yc, f] € T2n+]

associés. Notons ceux-cl 'I‘A2n_|_1 ( A pour alternant)
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TAZnJrl désigne |'ensemble des couples (\'C ,f)e T2n+1
(5.6) tels que Yy estune fonction de Dyck et f est a valeur im-
paires.

Les permutations o issues de la génération de Gandhi des nombres de

Genocchi, peuvent égalernent &tre caractérisées simplement par le couple

(YC s i) = -j_](j ). La permutation o vérifie (5.4) si et seulement s1 (YC . E)
appartient i 1'ensemble Ts2n+'1 défini par la relation suivante :
TSZn+1 désigne l'ensemble des couples (Yc,f}ETzn_l_l tels
(5D que l'ensemble {2,4,...,2n] estl'ensemble des ig[2n]
tels que soit y(i)<y (i+1), soit y(i)= y(i+1) avec coloriage
DM .

[l est clair que la donnée d'une fonction de Motzkin colorée ¥, BBE [m]
équivaut a la donnée du quadruplet (P,Q, DM, DD) avec
P=P(y)= (icim-1], y(i)> ¥(i+1)] U [m],
fi

DM = DM{\_-C):{iE[mJ], v(i)= v(i+1) colorié DM} ,

[m-17, y(i) < 2 (i+1) },

Q

I
—_—
=
—

I

T

DD= DD(\{C}={i§_|‘m-I], v(i)= v(i+l) colorié DD]}.

La bijection cherchée % entre TSZnJrI et 'I‘A2n+1 est alors définie par la

relation

ot j;((*fc, fy= (v', f') est le couple de
4fini
TAZn—l-l défini par

Pour (v , f)eTS
c

(5. 8)
P(v)= P(y)UDM(y), Q(y')=Q(y)U DD(y),

DM(y') =DD(y')= ¢ et
£'(i)= 2f(i) -1 pour ic{2n+l].

Nous résumons les bijections utilisées dans la figure 9.
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Génération de Gandhi

pistolets surjectifs

(5.5)

fonctions sous-excédantes

-1
n -

L]
permutations '"'alternantes
selon la parité de la valeur"

Génération de Seidel

chemins valués T 8§

pistolets alternants

(4.15) et (4.16)

‘

fonctions sous-excédantes
-1
I

(table d'inversion)

permutations alternantes
avec table d'inversion a
valeur paire

-1
6

chemins valués TA

2n+1 e 2n+l
(5.6) (5. 8) (5.7)
Figure 9
5.4.- La symeétrie ternaire des nombres de Genocchi

Les interprétations combinatoires des nombres de Genocchi possedent une

remarquable ""symeétrie ternaire''. Nous la décrivons sur les pistolets surjectifs,

Soit p : [2n]— [n] un pistolet. Nous définissons les trois parametres

a B 3 Y
o (p) est le nombre d'indices
(5.9) et p(i)= i;—l' (maximum possible).
g(p) est le nombre d'indices
5,10 ; : ; ;
( ) implique p(j)>p(i).
v(p) est le nombre d'indices
(5.11)

{minimum possible).

tels que i est impair

tels que i<j=2n

ie[2,2n] tels que p(i)=1
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Exemple 5.7.- Pour le pistolet p=11212324, ona

alp)= 2, glp)= 3, vip)= 2 .

Ces parametres sont schématisés sur la figure 10 par des croix entourés

d'un cercle.

alp)= 2

N Qaf

Figure 10 : Les trois parametres de la symétrie
ternaire.

En notant G, (i,j.k) lenombre de pistolets surjectifs p sur [2n]

+2
tels que a(p)=1i, g(p)=j et v(p)=k , on peut énoncer

PROPOSITION 5. 8. - Pour toute permutation 1 E53 .

G i,j,k)=G ¢ o(ifs T, T} )

2nt2 2n+2

La preuve consiste a trouver deux involutions sur les pistolets surjectifs,
l'une échangeant les parametres o et 8 en conservant Yy , l'autre échangeant

@ et v en conservant 3 (voir Dumont, Foata [15]).

La symétrie ternaire des pistolets surjectifs peut surprendre. Les involutions
échangeant les parametres a, § et vy ne sont pas du tout évidentes a exhiber.
On pourrait aussi espérer une bijection entre les pistolets surjectifs et certains
objets combinatoires ayant une "allure triangulaire', et pour lesquels la symétrie
ternaire deviendrait évidente. Jusqu'a ce jour de tels objets restent a4 découvrir

(voir le paragraphe 9). Toutefois nous introduisons ci-dessous des objets en
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forme de triangle, ayant '"'presque' une allure symétrique par rapport aux trois

cOtés, et interprétant également la récurrence (5.1) des polyndmes de Gandhi.

DEFINITION 5.9. - Un triangle coloré sur [n] estle choix d'un placement de

n pions colorés '"rouge' et de n pions colorés ''bleu', sur les sommets d'un
""réseau'' de triangles équilatéraux (du type de la figure 11) et tels que sur chaque

droite de pente T1/3 (resp. 2m/3) il y ait un et un seul pion rouge (resp. bleu).

Remarquons que deux pions (nécessairement l'un bleu et l'autre rouge) peuvent

8tre posés sur le méme sommet,

DEFINITION 5.10.- Un triangle coloré est dit surjectif si sur chaque droite

horizontale du réseau il y a au moins un pion (bleu ou rouge).

Par exemple, les triangles colorés de la figure 11 sont tous surjectifs.

Il est clair que la donnée d'un triangle coloré sur [n] revient a celle de
deux fonctions sous-excédantes f et g de 311 . Le placement des pions bleus
(resp. rouges) est codé par f (resp. g ) d'une manid¢re évidente comme indiqué
pour le dernier triangle de la figure 11. Ce couple (f,g) est aussi le codage

d'un pistolet p sur [2n]. Il suffit de prendre

(5. 12) p(2i-1)= f(i) , p(2i)= g(i), pour i€[n].

En notant Im(f)= {f(i), i€[n]]}, il est clair que le triangle coloré (resp. le
pistolet) associé au couple (f,g) est surjectif si et seulement si
Im(f)U Im(g) = {0,1,..., n-1}. On a ainsi une bijection entre les pistolets sur-
jectifs et les triangles colorés surjectifs, Ceux-ci sont donc €galement dénom-

brés par le nombre de Genocchi.

En fait on peut énoncer un théoreme plus précis

PROPQOSITION 5.11. - Il existe une bijection v entre les pistolets surjectifs p

sur [2n] et les triangles colorés surjectifs sur [n] telle que 1l+a §=3)]

(resp. 1+g(p), resp. 1+y(p)) est égal au nombre o(v(p)) (resp. 3(v(p)).

resp. v(v(p))) de pions sur le grand cbté du triangle v(p) de direction /3

(resp. 2m/3 , resp. horizontale).
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Cette bijection est un peu plus élaborée que celle utilisant le codage par le
couple (f,g) de fonctions sous-excédantes de Sn . 11 suffit de reprendre la
construction récursive d'un pistolet surjectif 'par le bas', interprétant la récur-
rence de Gendhi (5.1) et exposée lors de la preuve du lemme 5.4, Cette ré-
currence peut également s'interpréter directement sur les triangles colorés sur-
jectifs. A chaque étape, on choisit un sous-ensemble des pions situés sur le grand
¢6té horizontal du triangle. Ces pions sont alors "abaissés" sur la ligne du des-
sous nouvellement créée, les bleus (resp. les rouges) glissant dans la direction
de pente -m/3 (resp. =~ 2m/3). Ensuite on rajoute un pion bleu (resp. rouge) a
l'extrémité gauche (resp. droit) du grand c6té horizontal du triangle ainsi
formé. Une bijection v peut alors étre définie en mettant en corre spondance, a
chaque étape de la construction, les deux parties de pions choisies qui seront
"abaissés'. Pour les pistolets surjectifs, on numérote les éléments de la ligne
du bas p(i)=1 de gauche & droite. On fait de m&me pour les t-riangles colorés,
avec la convention que si deux pions occupent le méme sommet, le pion bleu est
numéroté avant le rouge. La regle est alors d'abaisser en mé&me temps les pions
(ou éléments) ayant les m@&mes indices dans les deux numérotations. Ceci définit

la bijection v (voir figure 11).

Il est aisé de vérifier que les éléments du pistolet surjectif p contribuant au
parametre a(p) (resp. 3(p)) sontles éléments qui, 3 un moment donné de la
récursion, étaient premiers (resp. derniers) €léments de la ligne du bas et qui
n'ont pas été choisis pour @tre abaissés. Il est clair que ces éléments corres-
pondent aux pions bleus (resp. rouges) qui ont été "laissés" sur le grand coté
du triangle de pente m/3 (resp. 2m/3). On z ainsi la conservation des parametres

a et B au cours de la bijection v (le décalage de 1 provient du fait qu'il y a

..

toujours un point rouge (resp. bleu) sur le grand cdté de pente 1/3 (resp. 2m/3)).

La conservation du parametre vy est triviale (ici le décalage de 1 provient

de 1a convention (5.11) de ne pas compter 1'élément p(1)=1 du pistolet).
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& X = bleun

® = rouge

x| x| % X | \ \
3

b4 @ ®
! 3

e B vl
zcaraaat IVAVAVAN

p=11212324

Figure 11 : La bijection v entre pistolets surjectifs

et triangles colorés surjectifs

La figure 11 donne ia construction du triangle v (p) pour le pistolet

p=11212324 dela figare 10. Les croix ' ' désignent les pions bleus et
les points '' ' désignent les pions rouges. Remarquons que le codage de p
par couple (f, g) de fonctions sous-excédantes est £=0111, g=0023, tan-

dis que celui de v(p) est f'=0102, g'=0113.
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Ainsi la démonstration de la symétrie ternaire des pistolets surjectifs
(proposition 5.8) revient 4 celle des triangles colorés surjectifs. Sur ces objets
il est trivial qu'il existe une involution échangeant les parameatres o et B et
conservant le paramtre y . L'existence d'une autre involution (échangeant a

et y et conservant B ) reste cachée.

Nous terminons cette section par la traduction "analytique'' de cette symétrie

ternaire des objets combinatoires.

PROPOSITION 5.12. - Seit Fn(x, y,z), n>1, la suite des polyndmes définie

par la relation de récurrence

Fz(x,y,z)=l
(5.13) 5
}:l(x,y,z}z(x+z)(y+z} anl(x,y,erl) -2z Fn_l(x,y,z) , n=2.

Alors

. ij ok
= I G (i,j,k) x y =z
151,_],k ZFH‘Z

xyz F (x,v, =2
yz F_(x,y,2)

La récurrence (5.13) apparait comme un raffinement de la récurrence (5.1).
En raisonnant de maniére analogue 2 la preuve du lemme 5.4, on montre que
(5.13) exprime la croissance ''par le bas' des triangles colorés surjectifs, On
retrouve évidemment les polyndmes de Gandhi

(5.14) Fn{l g Lo @)= Pzn(z)

Un corollaire de la preuve bijective de la symétrie ternaire est

_  COROLLAIRE 5.13. - Pour n>1, le polyndme Fn(x, v,z ) défini par (5.13)

est symétrique en les trois variables x,vy. z. De plus la somme de ses coef-

ficients (tous positifs) est le nombre de Genocchi
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Les premidres valeurs des nombres G

des nombres B

(voir table 6),

sont donnés dans la table 7.

2

n(i, j: k), constituant un raffinement

En raison de

2n, k
la symétrie, seuls les entiers Gzn(i ,j, k) avec iSj=<k apparaissent dans la
table.
n ijk Gzn(l,_j,k) ijk Gzn(l,_],k) ijk Gzn(i,J,k)
4 111 1
6 122 1
123 1
8 223 2 133 1 222 2
123 1 124 2
13
10 4 3 144 1 133 4
223 8 224 6 Zi2i2 2
234 3 33.3 6 233 12
123 3 124 8 125 6
133 16 134 24 135 11
144 22 145 6 1565 1
12 222 6 223 32 224 48
225 22 233 84 234 74
2'3:5 18 244 36 245 4
333 126 334 60 335 6
344 12
Table 7 : Les nombres Gzn(i, i, k) dela
symétrie ternaire
5 5. - Hauteur des pics des permutations alternantes

Nous terminons ce paragraphe en donnant une autre interprétation combinatoire

des coefficients

B

2n, k

3

des polyndmes de Gandhi.
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DEFINITION 5.14. - Soient ¢ une permutation de & et xé[n] . La hauteur
H JAE LELLT
de x relativement a o , notée hg (x) est la hauteur de x relativement 3

l'arbre binaire croissant &(c) (défini par (2.7)).
On peut alors énoncer

PROPOSITION 5.15, - Le nombre de pics ayvant la hauteur k parmi toutes les

Zn
ermutations alte tes de & est égala 2 B 3
b - e 2n+1 = 2n, k

Il n'existe pas de preuve "bijective' de ce résultat. La preuve (voir Strehl [64])

utilise un résultat "analytique' de Carlitz [8] sur les polyndmes symétriques

Fn(x, v, z) définis en (5.13), 2 savoir 1l'identité
n ZZn 1 n x(nJ (n) z/2 -z/22n
B.15 F PRy et £ BT
o5 1 (2n)!  =xvy n=1 (2n)
(n) _
avec x = x(x+1)...(xtn-1).
Remarque 5.16.- Le nombre total de pics des permutations alternantes sur

[2n+1] est évidemment (n+l)E On retrouve ainsi (sans que cela en cons-

2n+1 °
titue une preuve ''bijective'') la relation (1.6) reliant les nombres tangents et les

nombres de Genocchi.

COROLLAIRE 5,17. - Le nombre de permutations alternantes sur [2n+1] avyant

2n-k
k+1 éléments saillants est €gal a 2 & B

2n,k ’

D'apres la proposition 2.11, ceci revient 2 montrer que le nombre d'arbres
_bina.ires croissants complets (c'est-a-dire sans points simples) ayant les arétes
de leur branche gauche colorées avec deux couleurs (bleu ou rouge par exemple),
est égal a ZRBZn.k . Or ces arbres colorés b sont en bijection avec les feuil-

les des arbres binaires (non colorés) complets. Il suffit de considérer la suite

(croissante) X o Xpa e X des sommets de la branche gauche de b . On as-

1°
socie alors la feuille X de l'arbre binaire croissant complet obtenu a partir de
b en lui appliquant les involutions (commutant entre elles) IX avec

X=X . 0=i<k , etl'ar@te allant de X, a x. 19 étant colorée rouge. (Ces in-
volutions Ix sont définies & la section 3.3 sur les permutations d'André.) La

proposition 5.15 termine donc la preuve. 0
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Remarquons que 12 encore il n'existe pas a ce jour de preuve ''bijective'' con-

nue du corollaire 5,17,

Références bibliographiques

Les polyndmes de Gandhi (appelés aussi polynSmes de Gandhi modifiés) ont été
introduits sous une forme légtrement différente par Gandhi [34]. La démons-
tration (analytique) de la conjecture de Gandhi (5.2) par Carlitz [7] et Riordan,

Stein [55] repose sur l'identité suivante

by (-1;k+1 (k!)2 T(n, k) ,

(5.16) G =
2n+2 1=k=n

dans laquelle les nombres T(n,k) sontles nombres factoriels centraux (voir
Riordan, [55] p. 212), nombres ''proches'' des nombres de Stirling de deuxigme

espece S(n k).

Cette identité fut le point de départ de la découverte par Dumont ri127, [13]
de la premikre interprétation combinatoire des nombres de Genocchi par les pis-
tolets surjectifs et les permutations de la proposition 5.5. En fait cette identité
traduit un certain comptage des pistolets surjectifs par "inclusion-exclusion''.
La présentation adoptée ici simplifie 1'article [13] et estun cas particulier de

Viennot [68].

La preuve ''bijective' de la conjecture de Gandhi est due a Frangon, Viennot
[33]. La symétrie ternaire fut découverte par Dumont, Foata [15]. Carlitz [8]
donna une preuve analytique de la symétrie des polyndmes Fn(x, yv,z). La
présentation avec les triangles colorés surjectifs est nouvelle. Enfin la proposition

5.15 est due & Strehl [64].

§ 6. - Déterminants

Un autre moyen d'interpréter combinatoirement les nombres d'Euler et de
Genocchi est de revenir directement aux séries génératrices (1.1), (1.2) et (1.4),
écrites comme gquotient de deux séries (dont les coefficients sont triviaux a

interpréter). Il est bien connu (voir par exemple Muir [50]) que les coefficients
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de la série quotient s'exprime comme des déterminants. Ceux-ci apparaissent
alors comme des cas particuliers de la théorie combinatoire des déterminants
développée par Gessel, Viennot [35], [36], [37]. En appliquant cette théorie
générale, on retrouve alors pour les nombres d'Euler les permutations alternantes.

Dar contre, une nouvelle interprétation des nombres de Genocchi est déduite,

apparemment sans rapport avec celles provenant des générations de Gandhi et

Seidel.

6.1. - Déterminants et chemins

Nous rappelons (dans un cas trés particulier mais qui sera suffisant ici) un

théoreme de Gessel, Viemnnot [35], [36].

Soit M= Ny IN ., Un chemin de [I est une suite w= (so, SRR s ) de points
s €[l , appelés sommets du chemin, telle que pour tout i, 0=i<n , onait
1

= 3 ={x., V.- Lo, = (xt+1, y). di

s (:v:i y,) avec s, (x1 ¥, 1) ou s, (xl 1,y Nous dirons que le

chemin @ vade s & s .
o n

Soient 0=a_ <...< a et 0= b1<...<1. bk deux suites d'entiers. Notons

1
A et B.,...,B les points Aiz[O,aiJ et Bi:(b_,bj), 1=i=k .
1

3 (U - 1 k
On peut alors énoncer

A

a.

PROPOSITION 6.1.- Le déterminant dét((b;] ) 1=, i<k est égal au nombre de

,w ) vérifiant les deux conditions suivantes

k-uples de chemins de I, O :(wl,...

est un chemin allant de Ai a Bi i

{i) pour ie[k], w,

sont deux i deux disjoints (c¢'est-a-dire sans sommets

(ii) les chemins w.
1

" .

comrnuns) .

Notations. - Soit B = (b, _)i P 1a matrice (infinie) formée par les coefficients
1,1, ] =
binomiaux
i . 1 .
b. jﬂ(.) avec la convention (J_):O si j>1i.
I’
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Le déterminant de la proposition 6.1 est le mineur extrait de B, formé des lignes

d'indices al, e ak et des colonnes d'indices b] . bk . Nous le notons
a:‘t ; , a ai
B{ - S R
b., ; . =i, i=
1 a b_] 1=i,j=k

Remarquons que 1'interprétation combinatoire ci-dessus démontre que ce dé-

terminant est =0 .

Exemple 6. 2. -
1 1 0 0

13 1 0
108657, i
B(y 13,80 =| 1 5 10 1 |=272

1 7 35 21

L'une des 272 configurations de chemins relatives & ce déterminant est visualisée

dans la figure 12,

0 : > x
K, 1 B,
By 3 By
Ay 5@ | By
A 7@ 2

y

'

Figure 12 : Interprétation combinatoire du déterminant

,3,5,7

B(G,1,3,5



11-65

6,2.- Déterminants et nombres d'Fuler

En prenant les quotients sin t/cost et 1/cost , on sait (voir Muir [50])

que
1,3,...,2n+1
(6.1) . B(O, . 3,-“,2!1_1} = E2n+1 (nombre tangent),
' 1,3, ..., 2n-1,2n __ :
(6.2) B(O, 1.3, ... 2n-3, 2n-1)_E2n (nombre sécant).

11 s'agit de savoir si l'interprétation en chemins ne se coupant pas conduit a

une nouvelle interprétation combinatoire des nombres d'Euler.

Nous donnons une bijection entre les configurations de chemins interprétant
les déterminants (6.1) (resp. (6.2)) etles tables d'inversions des permutations
alternantes sur [2n+1] (resp. [2n]). Plus généralement, soient m>0 etune

1 k
chemins vérifiant la condition (i) de la proposition (6.1) pour le déterminant

suite d'entiers 0<c,<...< ¢ <m. Soit =(w1 sisintrn LUkJ une configuration de

C C.

2,...,k, m

Cls

B(O,c

)

C

1777 %1 %k
Il existe un et un seul ''pas vertical'' de la configuration entre les droites

y =i-1, y=1i, pour ic[m]. Notons f(i) l'abscisse de ce pas vertical. Il est
clair que la fonction f =£() est une fonction sous -~excédante de Em vérifiant

la condition

(6.3) f(i) <£(i+1) pour tout ig’{cl,...,ck} .

Maintenant la condition (ii) de la proposition 6.1 est équivalente a dire
(6.4) f(i) > £(i+1) pour tout ie{cl,...,ck].

Ainsi € estune bijection entre les configurations 3 interprétant le déter-

minant
e, G , m
B( )

o, Cyrems Ck-l ) ck

et les fonctions fg & vérifiant les deux conditions (6.3) et (6.4).
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En considérant f comme la table d'inversion I(g) de la permutation ge®_ .,
m
on obtient une bijection entre ces configurations 1 et les permutations ¢e®

dont 1'ensemble des indices des montées est exactement {cl, o g ck} . 0

COROLLAIRE 6.3, - Soit m>1 et {c1< awe ck} une partie Eventuellement
vide) du segment [1, m-1]. Le nombre de permutations de Gm ayant cette

partie comme ensemble d'indices de montées est égal au déterminant

[of » Il

> C

k

Dans le cas des déterminants (6.1) et (6.2) on retrouve donc bien les per-

mutations alternantes ''montantes' (sections 3.1 et 3.2).

Remarquons que l'on pourrait aussi bien prendre les permutations alternantes

'descendantes' (voir section 3.2) et démontrer ainsi les relations

2, 4 an, 20+l
L) F U R S B ] ] :E
(6.5] B(o o ' an2, 2n )7 Fannt
2,4,..., 2n
(6 '6) B(o 2. ., 2n-2) = Eon-

Exemple 6.4.- La configuration @ de la figure 12 est en fait relative 2 un
déterminant du type (6.1). Il vient {=g(Q)=0102122, table d'inversion de la

-1
permutation alternante (montante) ¢ =1 (f) =5716243.

4. 3. - Déterminants et nombres de Genocchi

D'une manigre analogue que pour les nombres d'Euler, on déduit de la série

génératrice des nombres de Genocchi 1'identité suivante (voir Muir [50])

2,4,6 ., 2n+2 n
R TP - = 1
1.3, . )=2 n! G

(6.7) B(O, ,3,. .., 2n-1

2nt2

La figure 13 donne une configuration possible pour ce type de déterminant,
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B
0 X —*  x
2
1 ]32 1 0 0
2,4,6,8 |1 4 4 0 3
Al 2 B(o,l,s,s)_ =27.6.17
5 B3 1 6 20 6
1 8 56 56
Az 4
5 B4
A3 6
7 P,
A
4
y

Figure 13 : Interprétation combinatoire du

2,4,6,8

011'3’5):816.

déterminant B (

On peut faire un codage analogue 3 la bijection § dé&finie en 6.2. Soit {} une
configuration de chemins vérifiant la condition (i) de la proposition 6.1 et re-
lative au déterminant (6.7). Pour tout i¢ [2n+2] impair ou égal 3 2n+2 (resp.
pair et différent de 2n+2) il existe un (resp. deux) 'pas verticaux'' des chemins

de 1 compris entre les droites y=1 et y= i-1 . En prenant les abscisses de
‘ces pas verticaux, on associe deux fonctions sous-excédantes f¢g 32n+2 et

ge & Le lecteur comprendra le codage par 1'exemple de la figure 13,

2nt+l ’

Ici f=0 1 2 4 1
g=0 1 2 4

Les valeurs entourées correspondent aux indices pairs # 2n+2 (deux pas ver-

ticaux) .
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Comme pour le cas des nombres d'Euler, la condition (ii) de non croissement
se traduit sur f et g par des relations analogues & (6.3) ou (6.4). On peut

alors déduire

COROLLAIRE 6.5.- Pour n>1, le nombre Zn n! G2 +2 est le nombre de
i8]
couples (f, g) de fonctions sous-excédantes f€d& , geF , vérifiant les
2nt+2 = 2n+1 r

trois conditions

(i) f est la table d'inverstion d'une permutation alternante descendante

)

de S, 12

(i1) g est la table d'inversion d'une permutation alternante montante de 62

n+l

(iii) f(i) = g(i) pour tout i impair de [2n+1].

Il ne semble pas commode de simplifier cette interprétation, encore moins
. il 5L n 2 : . 5
d'expliquer la divisibilité par 2 n! . Néanmoins on pourra appliquer a ce cas

particulier un codage de Gessel, Viennot [36] en termes de tableaux de Young.

6.4.- Inversions de matrices de coefficients binomiaux

Nous donnons un exemple d'utilisation de la proposition 6.1 afin de donner une
interprétation combinatoire des coefficients de l'inverse de certaines matrices

formées de coefficients binomiaux.

Soit A =(a, .). . la matrice (infinie) dont les coefficients sont
i,j'i,j=>1

i 3 i
(6. 8) ai,j_(Zi—Zj) pour i,j=1.

On cherche une interprétation combinatoire des coefficients de l'inverse de A

%, 3l 521
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Pour i et j=1, soient Ai et Bj les points de IN x IN définis par
(voir figure 14)

(6.9) b, = (i-1, 2i-1) , Bj: (2j-1, 2j-1)

Le nombre de chemins (au sens du début de la section 6.1) allantde A, 2

1
B, est égala a ..
J 1]

Pour n=1, notons An la matrice (finie) obtenue en prenant les n premiéres
lignes et colonnes de A . Pour k et £>1, le coefficient Ck 4 est le cofacteur
d'indice (4, k) de la matrice An , et ceci pour tout n= max (k,4 ).

La théorie générale de [35] peut a nouveau s'appliquer pour ce déterminant.

I1 vient

PROPOSITION 6.6.- Soient 1 =4 =%k et nx>k . Le coefficient c_ " de

1'inverse de la matrice A définie par (6.8) estle nombre de configurations de

chemins 0 = (wl Ve wn) vérifiant les deux conditions

(i) w. joint Ai a B‘1 pour 1=<i<{ ou k=<i=n
1
w, joint Ai+1 a Bi pour {=i<k ,

(ii) les chemins w w ~sont deux 3 deux disjoints.

1:---!

Exemple 6.7.- £=3, k=6, n=7. Une configuration possible est donnée par
la figure 14.
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10

11 AG

12
13 A B,

h=

v Figure 14 : Le cofacteur (3.6} de la matrice

i
A_ = . ..
7 ((ZiLZJHISLJS?

Ces configurations (3} vérifient une condition analogue a celle de la secticn
6.2 permettant de construire la hijection £ . Nous les codons d'une maniere
légerement différente.

Pour i, 4=<i<k, le chemin wi a deux pas verticaux., A chacun de ces pas
on associe un nombre v compris entre 1 et i . Sil'abscisse du pas est x_,

[o!
alors v = x_ - i+1 (voir figure 14). On dé&finit la fonction p : [2n-2] +[0,n-1]

par la condition
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- p(i)= 0 s'il n'existe pas de pas verticaux entre les droites
y=1i, y=1i+1,
(6.10)

- pli)=v s8i v est le nombre associé au pas vertical compris

entre y=1, y=1itl .
Par exemple, pour la configuration de la figure 14, p=000021335300.

Par construction, p(2i-1) = p(2i) pour tout ie[n-1]. Maintenant la condition

de non-croisement des chemins est équivalente &

(6.11) p(2i) = p(2i+1) pour tout i, £ <i<k-1,

Nous avons ainsi une bijection entre les configurations () de la proposition 6.6

et ce que l'on pourrait appeler les pistolets alternants trongués. Plus précisément

nous énongons

COROLLAIRE 6.8.- Pour 0=f2 =5k, le coefficient i1 4 1 de 1'inverse de la

matrice A définie par (6.8) est le nombre de pistolets alternants de [2k]

tronqués i 1'indice 24 , c'est-3-dire les applications p : [2k]— [0,k] vérifiant

les trois conditions

(i) p(2i-1)=p(2i)=0 pour 1=i<4 ,
(ii) p(2i-1)=i et p(2i)=i pour L =i=k,
(iii) p(2i) = p(2i+1) = p(2i+2) pour 1si<k

En particulier, on retrouve les pistolets alternants de la section 4.3 dans le

cas £ =0 .

COROLLAIRE 6.9.- Pour n>1, le coefficient < 1 de l'inverse de la matrice

A définie par (6.8) est le nombre de Genocchi GZn

Comme pour le cas des nombres de Genocchi, on peut calculer e 4 Bar
un tableau de nombres analogue au ''pistolet'de Genocchi' de la table 5. La table

8 est le cas c6 3 Ce nombre est la somme des éléments de la dernikére colon-

ne, so0it :

c63:216+1%+159+110+55:736
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55 |55

6 6155 (110

gt 1 6 12149 |159

1 2 5 17137 |196

1 3 3 20 | 20 |216

Table 8 : Calcul du cofacteur € 3 = 736

Références bibliographiques

La théorie combinatoire des déterminants utilisée ici est développée d'une
manidre générale dans Gessel, Viennot [35], [36], [37] . Le corollaire 6.8 est
démontré (de manigre analytique) dans Gessel, Viennot [38]. Le corollaire 6.9
a été également découvert, de manikére indépendante, par Kreweras [44] . Le
corollaire 6.3 est une des formules connues pour le nombre de permutations
ayant une forme donnée (voir Mac Mahen [48], Niven [52]). Nous en avons ainsi
donné ici la (premiére) démonstration bijective. Signalons enfin que les détermi-

nants binomiaux

apparaissent en géométrie algébrique comme les coefficients du calcul des clas-

ses de Chern d'un produit tensoriel (en effectuant ce calcul selon la base des

. fonctions symétriques constituée par les fonctions de Schur), voir Lascoux [47].

La proposition 6.1 donne ainsi une preuve combinatoire de leur positivité., Des
déterminants similaires sont interprétés et étudiés combinatoirement par

Dulucqg [11].



L 11-73

§ 7.- Fractions continuées

Plusieurs fois. nous avons annoncé 8&tre treés proche de certains développements
en fractions continuées (identités (3.3), (3.5) ou (4.18)). Nous appliquons la
théorie combinatoire des fractions continuées de Flajolet [21] au cas particulier
des nombres d'Euler et de Genocchi. Nous n'obtenons pas de nouvelles interpréta-
tions combinatoires de ces nombres, mais plutdt une preuve entiérement combina-
toire du développement en fraction continuée de leur série génératrice ordinaire.
Par contre, nous verrons, au paragraphe 8, gue le cas des fonctions elliptiques
conduit 1 une interprétation combinatoire de ces fonctions sans rapport avec celles

obtenues par des méthodes analogues au paragraphe 4.

7.1. - Fractions continuées et chemins valués

Soit K un anneau commutatif unitaire. (Jei K = Z ou Z[q].)

DEFINITION 7.1.- Un chemin de Motzkin valué est un chemin de Motzkin

= (s ,...,8 ) (voir définition 2.15 et la suite) tel que chaque pas €lémentaire
o n

W

(s., 8.1 ) est valué par un élément de K ne dépendant que de la nature de ce
i’ i

pas (Nord-Est, Est ou Sud-Est) et de 1'ordonnée (ou "hauteur', ou aussi "niveau'')

de son point de départ 8, -

En somme la valuation des pas €lémentaires est entidrement déterminée par

la donnée de trois suites de K resp. (c

(A 5o (mespe () g ko1

pour les pas Nord-Est (resp. Est, resp. Sud-Est) a hauteur k . La valuation

v(w) du chemin de Motzkin = (so, s 3 sn] est définie comme le produit des

valuations des pas élémentaires {si, s"+1) de w . La longueur du chemin estle
X

" ‘nombre n de pas élémentaires.

La valuation da chemin de la figure 3 (exemple 2.16) est donnée sur la

figure 15.
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2
b
1 1 _~ .l
L
b[)
0 : ("} S X
3 9

2
v(w) a2y bo 1 Byege,

Figure 15 : Valuation d'un chemin de Motzkin w

; ON 7.2.- i = i . i
DEFINITI 7.2 (Ici K = Z avec valuation >=0.) Soit (ak)kzo’ (bk)k20 5

(Ck)k>1 une valuation des chemins de Motzkin. Une histoire (de longueur n)
est un couple h = (w, g) dans lequel w = (so, Sp0eees s ) estun chemin de
Motzkin (de longueur n) de valuation non nul et g une fonction g : [n] + IN
telle que 1=g(i)= V(Si-l’ s:) (valuation du pas élémentaire (51-1 »8.)

pour iefn].

Exemples 7.3.- Soit y la fonction de Motzkin associée au chemin

w=(s ,...,s ) (voir définition 2.15).
o n

Prenons ak=bk=ck:k+1 pour tout k>0 . La valuation de @ estle nombre

"de fonctions f : [n+t1] = [n+1] dominées par Y (c'est-a-dire 1= (i) y(i)
pour i eln+1]).
Prenons a, =¢ = k+1 et bk = 2(k+1). La valuation v(w) est maintenant le
nombre de couples (y , f)e Tn (voir définition & la proposition 2.20) associés
¢

% 1a fonction de Motzkin y . Un tel couple, que nous avons appelé par abus de
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langage "chemin valué'’, peut &tre identifié & une histoire. La proposition 2.20

affirme que, pour cette valuation, le nombre d'histoires de longueur n est

(n+1)!.

Nous utiliserons le théoreme fondamental suivant :

PROPOSITION 7.4.- Soient

(ak - (bk)k>0 ; (Ck)k‘;- 1 trois suites d'éléments

de 1'anneau K . La série pénératrice des valuations des chemins de Motzkin de

longueur n admet le développement en fraction continuée :

n 1
EO % viw) t =
n= w -c t- t

chemin de L o aocl

Motzkin de loc.t-a.c.t

longueur n 1 172

2
1-c t- t
C,k ak Ck+1
e samas
7.2.- Interprétation combinatoire de quelques développements en

fractions continuées

En appliquant la proposition 7.4. a la deuxieme valuation de 1'exemple 7.3,

on obtient alors une preuve ''bijective' (grice i la proposition 2.20) de 1'identité :

1

(7.1) T (o)) t7 = 5
171 Bt

n=0

1-4t-2, 3t2

En appliquant la bijection g de la proposition 2.20 aux permutations

occS + telles que o (n+l1)=n+l, on obtiendrait :
n

n 1
(7.2) Z n! t =
nz0 1-t- 1%2¢°
1-3t- 221.'.2

Revenons aux nombres d'Euler et de Genocchi. Les permutations alternantes

et les bijections mises en oceuvre pour démontrer (3.3) et (3.5) nous permettent

alors d'énoncer
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2n+1
(7. 3} n+ t

1"

Z —_——— e
n=>0 2n+l ]"1'2‘:2
1-2.3’1:Z

1-3. 4t2

En effet, comme dans le cas de l'exemple 7.3, l'identité (3.3) revient & dire

que le nombre tangent E est le nombre d'histoires de longueur 2Zn pour la

2n+1

valuation suivante

=k+1,” b =0, =kl .
ak k0 Ckkl

Dans le cas des nombres sécants de 1'identité (3.5), il suffit de prendre

= k+1 , - . = ;
a k+1 bk 0 o k pour avoir
2 1
(7. 4) I E, t - =3
nz0 <% 1-1%¢
1—22t2
2
1-3 ¢t

Le cas des nombres de Genocchi a été préparé par l'identité (4.18), dérivée

des pistolets alternants. La valuation correspondante est

x :[Bgl] b =0 “k :[5511
On déduit
2
(7.5) 5 @ - s
n=1 1-1.1%
11, 2%
1-2.2¢°
1-2, 3t

Le développement des fonctions elliptiques de Jacobi est étudié au paragraphe

suivant.
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Références bibliographiques

La proposition 7.4 est due a Flajolet [21], dans lequel on trouvera un ex-
posé de la théorie combinatoire des développements en fractions continuées.
Cette théorie est reprise et amplifiée dans Viennot [70]. Le développement (7.5)

semblerait nouveau.

§ 8.- Fonctions elliptiques de Jacobi

Nous ne donnerons gu'un trés bref apergu de leur théorie combinatoire,

Les fonctions elliptiques de Jacobi, notées habituellement sn , cn et dn

peuvent &tre définies de la fagon suivante

Soit o un nombre réel compris entre 0 et 1 . Notons u 1'intégrale

¢ ___dg
(8.]) u =
SO (1—(12 sinza)%

La fonction réciproque ®(u)= am u est appelée l'amplitude de u . On pose alors
, . 2 .2 &
(8.2) sn(u,a)=sing , cn(u,a)=cos® et dnfu,a)=(1-a sin )= .
Ces fonctions sont les solutions du systdme différentiel suivant

sn'(u,a) = en(u,a) dnfu,a) ,
cn

(
'"(u,@)= -snf{u,a) dn(u,a) ,
(8.3) dn'(u,o) = —azsn(u,a) cn(u, ) .

sn(0,a)=0, cn(0,a)=1, dn(0,a)=1.

En écrivant

N 2n+1
sn(\l,i}t):ngo (-1) J2n+1(o:) (2n+1)! 7
2n
7 u
(8.4) Cn(u’a)_lté]{_” T Tt

dn( 1+ T (_ln ZnJ 3 uZn
nle.a)=14 5, 1 e eIty
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On définit des polyn8mes pairs Jzn_l_l(u) et J’zn(a) , & coefficients entiers posi-

tifs, de degré respectifs 2n et 2n-2 . Rassemblant les deux cas en un seul,

notons
Zp
(8.5) J (@)= = J 2 O m>1.
M o< 2p<m-1 TP
Comme on a
(8. 6) tgu+cos-u = -isn(iu,1) + cnfiu, 1)
on déduit que la somme des coefficients J du polyndéme J (&) estle nombre
m, 2p m

d'Euler Em . Le probléeme est donc de trouver un parametre, défini sur 1'une
des interprétations combinatoires des nombres d'Euler, afin d'interpréter l'entier

o 2p

Les premigres valeurs de-ces entiers sont données dans les tables 9 et 10,

o 2 4 6 8
2n+1 a o o4 a a E2n+1
1 1 1
3 1 1 2
5 1 14 1 16
7 1 135 135 1 272
9 1 1228 5478 1228 1
Table 9§ : Coefficients de sn
o % 4 6 8
2n a a o3 o o EZn
A 1 1
4 1 4 5
6 1 44 16 61
8 1 408 912 64 1 385
10 1 3 688 30 768 15 808 256 50 521

Table 10 : Coefficients de cn
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Pour ¢ =1, le systeme (8.3) se réduit (au signe pres) au systéme (3. 6)
interprété par les permutations de Jacobi. D'une manigre analogue a la preuve
des propositions 3.3, 3.9 et 3.15 (interprétant respectivement les systémes

différentiels (3.1), (3.6) et (3.10)), on démontre la proposition suivante

Pour cgsm et x¢[m], notons hdg(xj la hauteur & droite de x dans
l'arbre binaire 6(g) associéi o par (2.7). Rappelons que la hauteur & droite
de x dans &(c) est le nombre d'arétes a droite rencontrées en parcourant

l'unigue chemin allant de la racine a x .

PROPOSITION 8.1.- Le coefficient T 2p du développement des fonctions ellip-

tiques sn et cn estle nombre de permutations de Jacobi (définition 3.7) ayant

2p_éléments x €¢[m] avec une hauteur & droite hdcr (x) impaire.

Exemple 8,2, - La permutation de Jacobi ¢ =728514963 a pour déployé
8(co) 1l'arbre de la figure 16

/1\ hauteur 0 : 1,2, 7
: 3,4,5,8

hauteur 1

/ \ / hauteur 2 : 6,9

Figure 16.

Ily a ainsi 4 éléments avec hauteurs impaires et o estl'une des 5478 per-
mutations contribuanta 7J .
9,4
En appliquant la bijection n : Gm-—ﬁ Sm définie par (2.9), on obtient

un raffinement de la proposition 3.12.

COROLLAIRE 8.3.- Le coefficient Jm 2p est le nombre de foré&ts d'arbres

croissants sur m telles que chaque sommet ait un degré pair, et ayant 2p

sommets avec une hauteur impaire.
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La génération donnée par Schett [68], [59] des polynBmes Jm(cc) permet de

donner une deuxiéme interprétation combinatoire des fonctions elliptiques.

Soit cg’&m et ¢ son inverse. Un pic de cycle de o est un entier x tel
que

(8.7) 2<x=<m, ox)£dx, eox)<x et cr_l(x)<x

PROPOSITION 8,4, - Le coefficient J est le nombre de permutations de

= 2n+1, 2p
Szn (ou de 62n+]} ayant p pics de cycles pairs et aucun impairs. Le coefficient

']Zn, %o est le nombre de permutations de 52

(ou de & ayant p pics de

n-1 2n)

cycles impairs et aucun pairs.

COROLLATRE 8.5.- Le nombre d'Euler Em , m>1, estle nombre de permu-

tations de Ern (ou de & n'ayant aucun pic de cycles de la mé&me parité
e e m

)
-1
gue m .

Une troisidme interprétation des fonctions elliptiques peut &tre obtenue & par-
tir du développement en fraction continuée de leurs transformées de Laplace.

Dans le cas de cn, ona

2o 2 1
[ efen(tua)at= 2 (-1, (@ ==
0 n=0 . 1+1 u
2 2 2
142 g u
1+32u2
2 2 2
144 o u

D'apres la proposition 7.4 et la relation (3.5), on déduit

COROLLAIRE 8.6, - Le coefficient I est le nombre de permutations al-

2n, 2p

ternantes ayant p creux pairs,

Ce corollaire peut aussi se déduire de l'interprétation issue de la génération
de Schett (proposition 8.4). Il ne semble pas qu'il existe de bijection simple
entre la génération issue du systeme différentiel et celle issue du développement
en fraction centinuée. D'autre part, il n'y a pas d'analogue du corollaire 8.6
pour la fonction sn (voir & ce sujet les permutations "bégayantes' de Flajolet,

Francon [22]).
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Références bibliographiques

André s'est intéressé tres td6t & la combinatoire des fonctions elliptiques de
Jacobi [1], [2]. Sous l'impulsion de Schlitzenberger, le sujet fut repris, avec
les interprétations de Viennot [67] (proposition I8.1) , Dumont [16] (proposi-
tion 8.4) et Flajolet [21] (corollaire 8,6). Pour plus de détails sur ce sujet

commencant seulement & &tre découvert, on verra Dumont [18], [19].

§ 9.- Problémes ouverts

Nous donnons une liste de questions ouvertes, ainsi que quelques résultats
partiels (sans démonstration) relatifs 2 ces problemes. Les preuves, ainsi que
d'autres résultats et constatations expérimentales, seront regroupés dans une
publication ultérieure. Nous avons écarté ici les trés nombreux probléemes relatifs

aux interprétations combinatoires des fonctions elliptiques de Jacobi,

Probleme 1.- Donner une preuve bijective de 1'identité (1.6)

2% g = (n+1) E
2n

22 pour n>0 .
n

+1

Comme nous l'avons vu, ceci est équivalent & donner une preuve hijective de
l'interprétation de Strehl (proposition 5.15), ou encore du corollaire 5. 17.

Ce dernier peut aussi se ramener (bijectivement) & la propriété suivante,

Soit ¢ une permutation de & et f sa table d'inversion. Nous dirons que

2n+1
o (ou f)) estpseudo-alternante si et seulement si on a la condition suivante

- Pour tout i impair de [2n], g(i)=g(i+l) ou bien

g(i+l) = 1+ g(i) avec g(i) impair.
(9.1)
- Pour tout i pair de [2n], g(i)< g(i+1) et dans le cas ou g(i)

est impair alors 1+g(i) < g(i+1).

Le probléme revient alors & trouver une bijection entre les permutations

pseudo-alternantes et les alternantes,
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En utilisant la bijection § : Tn—-» 611 de la proposition 2,20, on peut dé=-
montrer (en utilisant le corollaire 4.15) que le probledme 1 est équivalent a
trouver une bijection @ des permutations alternantes sur elles-m&mes ayant

la propriété suivante

le nombre d'éléments saillants de la permutation alternante o 662 i est
n
égal au nombre de valeurs impaires x de [2n+1] telles que f(x)=1, en dé-

signant par (YC , f) le couple e_l(w(cr)).

Une troisidme facon d'aborder le probleme est aussi d'interpréter Z(nJrl)}IJ2 1y
n

comme le nombre de permutations alternantes de 62 ayant deux éléments

n+3
saillants. En passant aux tables d'inversions, c'est aussi le nombre de fonctions
f:[2n+1]— [0, 2n+1] telles que 0 = f{i)<=i (ie[2n+1]) et qui sont
Nalternantes'. C'est aussi le nombre de fonctions sous-excédantes g : [2n+2]—

[0, 2n+1] telles que g(i) >g(it1l) pour i pair =2 et gli) < g(i+1) pour i

impair >3 .

' 2n+1 ; -
Ainsi 2(n+1) E2n+1 = 2 G, 4 €8t le nombre de permutations de S5tz
ayant soit la forme + -+ -+ ... (alternante montante), soit la forme
- -t -4 ().
Probleme 2. - Donner une interprétation combinatoire des nombres de Genocchi

sur laquelle la symétrie ternaire est ''évidente''.

Pour les psitolets surjectifs, aucun des 3 parametres de la proposition 5.8
ne jouent le méme réle. Avec les "triangles colorés'' de la définition 5.9 la sy-
métrie entre deux des parambétres devient "évidente'’. Mais ces objets ne poss&dent
pas une symétrie ternaire naturelle (comme par exemple la symétrie par rapport
aux trois hauteurs du triangle). En ''décolorant'' les 'triangles surjectifs colorés'",
on obtient un objet ayant la symétrie ternaire, mais il n'est plus dénombré par les
nombres de Genocchi., On pourrait faire intervenir la multiplicité avec laquelle
apparaf chacun de ces triangles décolorés. Cette multiplicité peut &tre explicitée,
mais sa définition ne poss&de pas la symétrie ternaire (par rapport aux trois

hauteurs du triangle).
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On peut aussi penser a une interprétation dans l'espace. Soit
Pn =[n]x[nlx [n] 1l'ensemble des points (x, y, z) ordonnés par l'ordre
produit x<x', y<y', z<z'. On considére l'ensemble Sn des configurations
n de points de Pn ayant un et un seul point (x, y, z) dans chaque "direction"

de plan, c'est-a-dire vérifiant la condition

(9.2) (x,v.2)en, (xy',2z')en = y=y' et zz',

ainsi que les deux autres conditions obtenues par la symétrie ternaire échangeant
les variables x,y et z , Les projections de ngn sur les faces du cube Pl_1

sont des ensembles de points, graphes { (i, o(i)), i€[n]]} de trois permutations
GEGH . Il est aisé de voir que 71 est codé par deux quelconques de ces permuta-

tions. Ainsile cardinal de S est n!lyn! .
n

On consideére maintenant 1'ensemble An des antichaines de SIl , c'est-a-dire
les éléments 1 gsn formés de points deux & deux incomparables pour l'ordre
de P .
n
Ces objets possedent évidemment la symétrie ternaire (8changeant les coordon-
nées x,y et z ). Il en est de méme des trois parametres que l'on peut définir
en prenant le nombre d'éléments saillants (inférieur gauche) de chacune des trois

permutations projections.

Il est intriguant de constater que le cardinal de An estpour n=1,2,3, 4
respectivement lAn[ =1,3,17, 153 (non ce n'est pas une erreur, il faut lire
153 etnon 155 ! ). D'autre part la distribution selon les trois parametres définis
ci-dessus cofncide exactement avec celle des trois parametres de la symétrie

ternaire des nombres de Genocchi, pour n=1, 2, 3.

Probleme 3.- Donner une bijection ''directe' entre les pistolets surjectifs et les

pistolets alternants.

On peut constater que les pistolets alternants p possedent une symétrie

ternaire par rapport aux trois parametres suivants
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a(p) le nombre d'indices i avec p(2i-1)=1i,

b(p) 1le nombre d'indices i avec p(2i)=1,
(9. 3)

c(p) le nombre d'indices i impairs avec

p(itl)=p(i) ou p(i-1)= p(i)

Lia bijection de la section 5.3, prouvant la conjecture de Gandhi, est d'une
part trés indirecte, et d'autr? part ne conserve pas les parametres des symétries
ternaires des pistolets surjectifs et alternants. Il manque une bijection directe
conservant la symétrie ternaire. Peut-on aussi demander que cette bijection
transforme les pistolets surjectifs croissants en les pistolets alternants crois-
sants (classes de pistolets dénombrées toutes deux par le nombre de Catalan,

comme l'a remarqué Dumont).

On peut aussi essayer de s'inspirer de la preuve analytique de la conjecture
de Gandhi [7], [56]. Le lecteur constatera que l'on se rapproche alors du

probléeme 1.

Probléme 4. - Etude des nombres '"médians de Genocchi''.

Définissons le nombre médian de Genocchi part

(9.4) MG (pour n>0)

2n+1 - lgn,n-!-l’

en désignant par (gk n) la matrice de Seidel des nombres de Genocchi introduite

en-(4.5).

Les premigres valeurs sont données dans la table 1.

L
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2n+1 I 3 B 7 9 11 13 15

MG 101 2 8 56 608 9440 198 272
2n+1

divisibilité 3

ivisibilité | 5y 230 230 2°19 2°295  2'.1549
par 2

Table 1

D'apres la section 4.3, il est clair que GM est le nombre de pistolets

Zn+1
alternants sur 2n-1. Clest aussi le nombre de permutations alternantes sur
2n ayant une table d'inversion & valeur paire. En appliquant le lemme 4.14, on

a 1'analogue du corollaire 4.15, c'est-a-dire

(9. 5) GM T viy)

2ntl
" ¥

la somme est étendue 3 tous les chemins de Dyck de longueur 2n , v estla

valuation (au sens de la définition 7.1) définie par les relations

a, :l-kTH-l (pas Nord-Est a hauteur k),

c, = [ % ] (pas Sud-Est & hauteur k).

D'apres la proposition 7.4, on déduit le développement en fraction continuée

(de la série ordinaire)

21 1
(9.7) 120 Mansy L 12 2
1-1%.¢%
1-2%4°
1-2%¢
1ol
135

Un probléme est de calculer la série génératrice exponentielle de ces nombres,
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Une constatation expérimentale est que la valuation 2-adique de C}M2 i1
n
est n (resp. n-1) lorsque n est impair (resp. pair). Le probléme est de

démontrer cette divisibilité par 2 A partir des interprétations combinatoires.

Probleme 5. - Interprétation combinatoire des nombres de Genocchi a partir du

déterminant binomial (6.7).

11 s'agit de relier l'interprétation donnée au corollaire 6.5 aux deux autres

(génération de Gandhi et de-Seidel). Il faudrait déja expliquer la divisibilité par
n

27 n ! dunombre de couples (f,g) du corollaire 6.5.
Probleme 6. - Conjecture : Le nombre de Genocchi GZn+2 est le nombre de
permutations de Jacobi (définition 3.7) 5662 1 vérifiant la condition suivante
nrTli
(9.8) o(i) est pair si et seulement si i€[2n+l] est pair.

On peut méme conjecturer que la distribution de ces permutations selon la

dernitére lettre est le ''pistolet de Genocchi" (hn m) défini en (4.11).

,
Une autre question est d'étudier la distribution de ces permutations selon le
parambtre de la proposition 8.1, c'est-a-dire de savoir si l'on a pour les nombres

de Genocchijl'analogue des fonctions elliptiques de Jacobi (dans le cas on la

conjecture est vraie ! ).

Probleme 7.- Interpréter combinatoirement la relation de récurrence
(9.9 In-1} G, = B R
-9 -1} Gop "ieno1 ' 2x! C2k T2n-2k

Probleme 8. - Interpréter combinatoire la relation

G =2n T (—l}kk! S(2n-1, k)

Zn 1sk=2n-1 K
avec S(n,k) le nombre de Stirling de premigre espice, c'est-a-dire le nombre

de partitions de l'ensemble [n] en k parties (ou blocs).
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Problédme 9.- Les V(n,k de Howard.

En [74] Howard a introduit les nombres V(n,k} par la relation
o n

(9.10) an§0 V(n,k)':i—!:[x(ex-t-l)-Z(ex-l)]k

I1 démontre la relation suivante, liant ces nombres aux nombres de Genocchi

n-1 <j 2
(9.11) G =2 j! 4" @Vn-1,5)-(,) vin-2, j)).
n _]:0 . 2

Appelons 3-partitions pointées de [n] une partition de [n] dont chaque bloc

a au moins trois éléments et dont un élément '"intérieur' (c'est-a-dire distinct

du plus petit et du plus grand) de chaque bloc est distingué,

D'apres la théorie du composé partitionnel de Foata [28], il est clair que

V(n,k) estle nombre de 3-partitions pointées de [n].

Nous dirons qu'une partition est ordonnée lorsque 1l'ensemble des blocs l'est.
Une 3-partition est dite colorée lorsque les éléments intérieurs de chaque bloc
sont colorés en deux couleurs. Soit Rn le nombre de 3-partitions pointées, or-
données et colorées de [n]. Par quelques manipulations élémentaires, la re-

lation (9.11) est équivalente aux relations suivantes

RZn - 2n RZn—l =0 (n>1y ,
(9.12) -
R2n+1—(2n+I)R2n = (-1)

Le probleme est d'interpréter combinatoirement ces relations.

Probleme 10.- Une classe de permutations dénombrées par les nombres d'Euler.

Kreweras [43] et Gessel et Wang [73] ont introduit des polyndmes Km(t)
dénombrant les "paires d'inversions'' dans certains arbres 4 m sommets., Ces

polyndmes sont reliés aux nombres d'Euler par 1'identité

(9.13) E =K (-1).
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Paumsiot [537 en a donné une preuve bijective en utilisant 1'interprétation des
nombres d'Euler donnée dans la proposition 3,12, En utilisant 1'interprétation
des polyndmes Km(t] donnée par Kreweras [43] en termes de réarrangement
de fonctions sous-excédantes croissantes, on peut envisager une autre preuve bi-

jective de (9.13). Le nombre K 1(—1} est le nombre de permutations ¢ cons-
ee

truites par la regle suivante.

Toute permutation ¢c¢& . s'obtient A partir d'une permutation
© mtl

TER: won K de & en 'lingérant' la lettre 'm+1 dans l'une des ''positions"
m

1

libres, c'est-a-dire 3 gauche de .\_t , on i droitede x , ogu enhlre x et x_+1
‘ m i i

pour 1=<i<m . Supposens défini un ensemble X <& de permutations, les
m in
{m+1) positions libres deé chaque permiutation étant colorées en deux couleurs

appelée ''permise' et 'interdite”. On définit alors X ) comme

mFl - m+l

l'ensemble des permutations 7 ohtennes en insérant m+1 sur une position

permise (Xi i x_J__‘J d'une permutation 7 de w (onn convient pour les deux
| i1 m
cas extrémes de prendre x = x 11 =09
fa} -
On convient zlors que les nouvelles positions {x. , m+1l) et (m+1l, x, +1)
i i i

sont permises (pour o), gque toute position a gauche de x devient permise et
i

que toute position i droite de x. qitl était permise (resp. interdite) pour T
i

+1
devient interdite (resp, permise) pour g .

En partant de ."‘(1 =8 unique permutation g=1 avec ses deux positions

1
considérées cormme permises, on constrait par récurrence une classe ¥ de
m

permutations dénombrées par K-r(_}"' (voir table 2). Le probleéme est de
ik

frouver une bijection avec 1'une des interprétations connues des nombres d'Euler.
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?(1 ,(Z }(3
1 21 321
12 231
312
132
123
Table 2
Les permutations de K‘m g =1 2,3
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